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FINITE ELEMENT MODELLING OF SPUR GEARS

ABSTRACT

The finite element method is a powerful technique used in the analysis of the engineering problems. The
method gives adequete solutions to the stress concentration problems where exact analytical solutions not
available. In this study, the principles of modelling spur gears for finite element stress analysis are examined.
The model developed is analyzed and the results are given comparing with other researchers.
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OZET

Sonlu elemanlar metodu mithendislik problemlerinin analizinde kullanilan gii¢lii bir sayisal tekniktir.
Ozellikle gerilme yigilmasmin s6z konusu oldugu problemlerde, sonlu elemanlar metodu uygun modelleme
ile tatminkar neticeler vermektedir. Bu ¢alismada diiz disli ¢arklarin sonlu elemanlar metodu ile gerilmelerinin
analizinde dikkat edilmesi gereken hususlar ele alinmistir. Modelin tesisinde yapilan kabuller ve izlenen
adimlar izah edilmistir. Tesis edilen disli ¢ark sonlu elemanlar modeli analiz edilmis ve elde edilen neticeler
diger arastirmacilarin neticeleri ile karsilagtirilarak verilmistir.

Anhatar Sozciikler: Spur gear, stres analysis, finite element method

1. GiRiS

Disli cark dizayninda digdibi gerilmelerinin analizi temel problemdir. Disdibi gerilmelerinin
bilinmesi, disli hasarma kars1 énlem almada ve yiik tasima kapasitesinin arttirtlmasi bakimmdan
onem arz etmektedir. Analitik metodlara alternatif olarak, Wilcox ve Coleman [1], sonlu eleman
metodunu (SEM) disdibi gerilmelerini analiz etmek i¢in disli ¢arklara uygulamiglardir. Analiz
neticesinde simetrik ve simetrik olmayan dis profilleri igin digdibi gerilmeleri hesaplanmistir.
Calismada iki boyutlu disli ¢ark sonlu eleman modelini tesisinde g6z Oniine alinan hususlar
belirtilmistir. Chabert ve arkadaslar1 [2] tatminkar dogrulukta netice veren disli cark sonlu
elemanlar modelinin dis sayis1 ve gobek derinligini tayin etmisler ve kurduklar1 modelle
gerceklestirdikleri analizler neticesinde digdibinde gerilmeyi hesaplayan bir ifade tesis
etmislerdir. Tobe ve arkadaslar1 [3], gelistirdikleri sonlu eleman modeli ile disteki gerilmeyi ve
yiikleme noktasindaki sekil degisimini incelemislerdir. Bahsedilen ¢aligmalarda [1-3] tek disten
olusan sonlu eleman modelleri kullanilmastir.
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Disli cark sonlu elemanlar modelini elde etmek i¢in her seyden 6nce disli profilini tayin
eden analitik ifadelerin uygun bir programlama yaklasgimi ile bilgisayar ortamina aktarilmasi
gerekmektedir. Literatiirde mevcut ¢alismalarda, ¢esitli metodlarla dis profilini tayin eden analitik
ifadeler tesis edilmistir [4-7].

Bu c¢alismada evolvent profilli diiz disli ¢arklarin sonlu elemanlar modellenmesinde
dikkat edilmesi gereken hususlar hakkinda bilgi verilmistir. Disdibi bélgesinde yorulma g¢atlagini
tetikleyen gerilme yigilmasii yiikleme sartlarina gore inceleyen modelin tesisi ele alinmustir.
Uygulama ANSYS genel amagli sonlu eleman analiz paket programinda ger¢eklestirilmistir.
Caligmada gelistirilen disli ¢ark sonlu elemanlar modelinin analizinden elde edilen neticeler diger
aragtirmacilarin modelleri ile karsilastirilarak verilmistir.

2. DiSLi CARK GEOMETRISi

Diiz disli cark geometrisi dis yan ylizeylerinde evolvent egrisinden ve dis yan yiizeylerini dis dibi
dairesine baglayan trokoid formda kok egrisinden meydana gelmektedir (Sekil 1). Kesici takimin
geometrisi dig profilini tayin etmektedir. Trokoidal kok egrisini ve evolvent profili tayin eden
ifadeler disli ¢arklarin analitik mekaniginden elde edilmektedir [4,5].

dis boslugu merkez
dogrusu

dis merkez

dogrusu
I

Litvin tarafindan gelistirilen diiz disli ¢ark dis profili olugturma metodunda belirtilen ve
kremayer bigakla digli imalatimin simiile eden parametrik ifadeler, Fetvaci ve imrak tarafindan
bilgisayar ortaminda kullanilmak iizere diizenlenmis haliyle bu g¢alismada evolvent diiz disli
profili elde etmek i¢in kullanilmistir [4,8]. Bu ¢alismada ele alinan evolvent dis profilini elde
etmek i¢in kullanilan kremayer bigak ve modellemede kullanilacak evolvent profili Sekil 2’de
goriilmektedir.

Kesici takimin geometrisi Sekil 3’de goriilmektedir. Kesici takimin yan yiizeyi dislinin

evolvent profilini, takim ucunun yay kisimi dislinin trokoid forma kok egrisini ve nihayet takim
ucunun dogru kismi ise digdibini dairesini belirlemektedir.

Sekil 1. Diiz disli cark geometrisi [5]
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Sekil 2. Evolvent profilin olusturulmast

Sekil 3. Kesici takim geometrisi ve takim ucu detay1

3. SONLU ELEMANLAR MODELLEMESI

Sonlu elemanlar metodunda, problem geometrisi birbirlerine diigiim noktalarindan bagli ve
kenarlar1 boyunca temas eden ¢ok sayida ozellikleri bilinen basit geometrik sekiller ile temsil
edilmektedir. Herbir elemanda fiziksel davranis diferansiyel denklemler ile tanimlanmaktadir.
Biitiin bu elemanlar birlestirilmekte ve birbirine komsu elemanlarda siireklilik ve denge sartlari
saglanmaktadir. Neticede lineer cebrik denklem takimi ile problemin tiimiiniin fiziksel davranisi
tanimlamakta ve uygun sayisal metod ile ¢dziim elde edilmektedir [9].

3.1. Sonlu Eleman Formiilasyonu

2-Boyutlu sonlu elemanlar modellenmesinde kullanilan elemanlar segilen yerdegistirme
fonksiyonuna gore lineer veya ikinci dereceden, elemanin geometrik sekline gore ise liggen veya
dortgen formda olabilirler. Lineer dortgen elemanda sadece koselerde diigiim noktasi olmasina
karsin, ikinci dereceden dortgen elemanda ilave olarak kenar-ortalarda da diigiim noktas: vardir.
Bu durum egrisel yiizeyli geometrilerin modellenmesinde daha hassas bir yaklasim saglar ve
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analizin dogruluk derecesini iyilestirir [10]. Bu ¢aligmada kullanilan 8-diiglim noktali ve ikinci
dereceden yerdegistirme fonksiyonlu sonlu eleman Sekil 4’de gosterilmistir.

n=-1

Sekil 4. 8-diigiim noktali dértgen sonlu eleman

Eleman sekil fonksiyonlar1 kdse diigiim noktalarinda (1,2,3 ve 4 numarali diigiimlerde),

N, =+ )0+ )&+, —) 0

burada & ve p, ilgili diiglim noktasimin dogal koordinatlaridir. Sekil 4’de goriilen 5, 6, 7 ve 8
numarali diigiimler, kenar-orta diigiim noktalar1 olup, eleman sekil fonksiyonlart (2) ve (3)
numarali denklemde verilmistir. fi =0 oldugu 5 ve 7 numarali diigiim noktalarinda,

1
N, =5 A+ A+, @
n, = 0 oldugu 6 ve 8 numarali diigiim noktalarinda,

1
N, = A+eE)A+77) )

Eleman i¢indeki herhangi bir P noktasinin yerdegistirme bilesenleri (u, v), sekil

fonksiyonlar: N ; ve diigiim noktasi yerdegistirmeleri (u;, v;) cinsinden,

8 8
u=y Nu,=NU ve v=) Ny, =NV ()
i=1 i=1

denklemler ile ifade edilmektedir. Sekil degistirme vektorii ise,

&=Bgq )
olarak yazilabilir. Bu denklemde yerdegistirmeleri sekil degistirmelere baglayan B(3x16)
matrisi, dogal koordinatlar & ve n degiskenleri ile diigiim noktalarmin global koordinatlarini
icermektedir. Elemanin diiglim noktas1 yerdegistirme vektorii

g=lu, v, . . ug v ©6)
dir. Elemanin rijitlik matrisi agsagidaki denklemde ifade edilmektedir.
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k¢ = tej jBTDBJd§ dn (10)

-1 -1
4. DISLI CARK SONLU ELEMAN MODELI

Diiz disli ¢arklarda, dis radyal eksene (dis merkez dogrusu) gére simetriktir. Dig formu genislik
dogrultusunda degismediginden ve teorik olarak dis genisligi boyunca kuvvet dagilisinin diizgiin
oldugu kabul edilebildiginden disler iki boyutlu cisim olarak modellenebilir [11-13]. Dislerin ii¢
boyutlu olarak modellenmesi, iki boyutlu modellemedeki benzer neticeleri vermekle birlikte,
model hazirlama ve ¢6ziim siiresi (hesaplama maliyeti) uzun ve zahmetli olacagindan tercih
edilmemektedir.

4.1. Eleman Tipi ve Malzeme Ozellikleri

Malzeme homojen, izotropik ve Hook Kanuna gore elastiktir. Elastisite modiilii ve poisson orani
malzeme Ozellikleridir. Bu ozelliklere gore, yukarida matematiksel ozellikleri agiklanan 2-
Boyutlu izoparametrik dortgen eleman modellemede kullanilmgtir.

4.2. Sonlu Eleman Agimin Tesisi

Fetvaci, ¢6ziim yOntemine bagli olarak disli ¢ark sonlu eleman aglarinin degisik sekillerde
olusturabilecegini vurgulayarak, modelin tesis edilmesinde takip edilen adimlari detayli olarak
sunmustur [14]. Buna gore, tek bir disi uzayda belirleyen tel kafes model, yardimci gizgiler ile
bolgelere ayrilir. Bu bolgelere katt model 6zelligi verildikten ve eleman tipi ile malzeme
ozellikleri belirlendikten sonra uygun eleman dagilimi tayin edilerek sonlu eleman modeli elde
edilmektedir. Tek bir disden olusan ¢dziim bolgesi, katt modeli ve sonlu eleman modeli Sekil
5’de gosterilmistir.
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Sekil 5. Disli ¢cark sonlu elemanlar modelinin elde edilmesi
4.3. Simir Sartlarimin Tatbik Edilmesi
Statik sinir gart1 dig kuvvetidir. Kuvvetin tatbik agis1 evolvent geometrisinden tayin edilmektedir.

Bu agiya gore kuvvetin radyal ve tegetsel bilesenleri hesap edilerek tatbik edilir. Uygun islemlerle
dis kuvveti her noktada yiizeye normal dogrultuda da tatbik edilebilir.
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Disler yiik paylasimini saglayacak hassasiyette imal edilmedigi diisliniilerek dis kuvvetinin dis
ucunda tam degerde etki ettigi kabul edilmistir. Bu nedenle dis dibinde azami gerilmeyi saglayan
yiik tatbik noktas dig ucudur ve bu durum Sekil 6’da gosterilmistir[13].

F

temel
dairesi

Sekil 6. Dis kuvvetinin dis ucundan tatbiki

Kinematik smir sarti, dis sektoriiniin radyal kenarlarma ve tabanimna tatbik edilen yer
degistirme kisitlamalar olup, ¢6ziim bolgesinde bulunacak dis adedini belirler. Bir disli ¢ark: tim
disleri ile modelleme uzun hesaplama zamani gerektirdigiden tercih edilmemektedir. Bunun
yerine biitiin sinir sartlar1 ve parametrelerin tanimlanmasina imkan saglayan disli sektorler goz
oniine alinir [15,16]. Bir diste meydana gelen gerilmeler, dncelikle o dise dogrudan tatbik edilen
kuvvete baglidir. En kotii hal olarak tiim yiikiin temastaki tek disin tasidigi hal ele alindiginda, tek
bir disten olusan sektor halindeki modeli tesis etmek uygun bir ¢dzlimdiir. Boylece kalan kisimda
yerdegistirmeler ihmal edilerek model basitlestirilmektedir [2,3,17].

5. DiSLi MODELININ GERILME ANALIiZi VE KARSILASTIRILMASI

Literatiirdeki genel egilimde disli ¢ark sonlu eleman modelleri tek disten tesis edilmistir. Dis
kuvvetide modellere tekil yiik olarak tatbik edilmistir. Aglar incelendiginde dis merkez dogrusuna
simetrik olarak tesis edildikleri ve kok bolgesindeki gerilme yigilmasimi  temsil etmek igin
eleman yogunlugunun bu bdlgeden simetri eksenine gore tedrici olarak azaltildigr goriilmektedir.
Literatiirde mevcut ¢alismalardan ikisi asagida sunulmustur.

Chabert ve arkadaslari, iki boyutlu disli ¢ark sonlu eleman modelini 6-diigiim noktali
licgen elemanlar ile tesis etmislerdir. Diizlem birim sekil degistirme kabulii yapilmustir.
Hesaplamalarda kolaylik acisindan tek disten tesis edilen modelin yeterli olacag: belirtilmistir.
Yiik dis ucuna yakin bir mesafeden tekil olarak tatbik edilmistir. Sekil 7-a' da tesis edilen model
goriilmektedir.

Tobe ve arkadaslari, 6-diigiim noktali eleman tesisinde diizlem birim sekil degistirme
halini kabul etmislerdir. Yiik dis ucuna tekil olarak tatbik edilmistir. Sekil 7-b’de model
goriilmektedir.

Bu caligmada gelistirilen ve kok bolgesinin sinr sartlarinin etkisinden izole edildigi disli
cark sonlu eleman modeli Sekil 8’de goriilmektedir.
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(a) Chabert ve arkadaslari’nin modeli [2]  (b) Tobe ve arkadaglari’nin modeli [3]

Sekil 7. Literatiirde tesis edilmis disli modelleri

Sekil 8. Disli ¢ark sonlu eleman modeli

Bu ¢aligmada, gerilme analizi igin tesis edilen modelde, modiil m =3 mm, dis sayis1 z
=20 ve kavrama agist a = 20° ve sektor kalinlig1 2-m olarak alinmistir. Analizler, N=6 kW
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glicinde ve n=1500d/d hiz degerinde sabit moment nakline gore belirtilen dis sayilarinda
yapilmustir.

Chabert ve arkadaslari ile Tobe ve arkadaglari’nin tesis ettikleri modeller ile bulunan
neticelerin, bu ¢alismada tesis edilen modelden elde edilen neticeler ile karsilastirilmasinda
modiil, dis sayisi1 ve sektor kalinligi ele alinmistir. Ancak digdibi gerilmelerini belirleyen
faktorlerden biri olan ve Sekil 3’de gosterilen kesici takima ait u¢ yuvarlatma yarigapt DIN 867
standartinda belirlenen 0.375-m degeri ile kullanilmis olup, degisiminin disdibi gerilmeleri
tizerindeki etkisi ¢alisma konusu diginda tutulmustur.

Normalize gerilme oy, ¢ekme tarafindaki maksimum gerilme o7, dis kuvveti F, modiil
ve dis genisligine bagli olarak oy = or / (F / b'm) ifadesiyle verilmistir. Cekme tarafindaki
maksimum gerilme, dis kuvvetine gére normalize edilmis degerler birim dis genisligi (b =1) igin
hesaplanmigtir. Normalize gerilme degerlerinin dis sayilarina gore degisimi Sekil 9'da
gosterilmistir.
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Sekil 9. Dis sayisina gore gerilmelerin degisimi

Chabert ve arkadaglarinin kullandigi model, tiggen elemanlardan olusmakta, bu
caligmada tatbik edilen disli modeli ise dortgen elemanlardan olugmaktadir. Dis sayisinin 20’den
40 kadar olan degerleri igin azami gerilmenin degisimi Tobe ve arkadaslarmin elde ettigi
degerlere yakin degerlerdedir. Degerler arasindaki fark segilen eleman tipinin etkisini
gostermektedir.. Chabert ve arkadaslarinin elde ettigi gerilme degerlerindeki farklilik, ¢6ziim
bolgesinin sinirlarindan kaynaklanmaktadir.
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6. SONUC

Caligmada diiz disli carkin sonlu elemanlar metodu ile incelenmesi igin yapilmasi gereken
kabuller ve izlenen adimlar izah edilmistir. Dis geometrisinin elde edilmesi ve sonlu eleman paket
programinda problemin ele alinma tarzi agiklanmistir. Bu konuda literatiirde yer alan mevcut disli
modellerinin incelenmesiyle, ikinci dereceden dortgen elemanlardan olusan yeni bir diiz disli ¢ark
sonlu eleman modeli gelistirilmis ve modellemeye ait bilgiler ¢alismada sunulmustur. Gelistirilen
disli modelinden elde edilen gerilme degerleri, 20 ila 40 arasindaki dis sayilarinda literatiirdeki
degerler ile karsilastirilmistir. Tobe ve arkadaslarmin degerleri ile oOrtiistiigli, Chabert ve
arkadaslarmin modelinden elde edilen neticelerle ise 26 ve altindaki dis sayist degerlerinde ayni
oldugu goriilmisgtiir.

Yiiksek dis sayilarinda literatiirde yeralan tek bir disten olusan modelde kok bolgesi,
uygulanan smir sartlarindan etkilendiginden uygun netice vermemektedir. Bu nedenle kok
bolgesinin tamamen izole edildigi gelistirilen disli modelinin kullanilmast yerinde olacaktir.
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