GERT (Grafik Degerlendirme ve Gézden Gegirme Teknigi) g
VE BiR UYGULAMA

Asis. Gokay SURSAL

GERT bir stokastik yapilt sebekelerin (networks) analiz tekni:gidir.f

Bir olaym gerceklesme olasilifim1 ve bir karar verme noktasindan di-
ger bir karar verme noktasimna kadar ge¢ecek zamanin sarta bag'h"
Moment Yaratan Fonksiyonunu (Moment Generr—iting Function) tiire-
tir. Sebeke analizlerinde GERT yaklagimt PERT tipi sebekeler ile. akis-
grafigi (flowgraph) teorisinde geligtirilmis ydntem ve tekniklerden
olugur.

PERT'den bir faaliyetin (activity) dal (branch) ile gdsterilebilece-
£ini ve bu faaliyetin tamamlanmasi i¢in gerekli olan sitirenin bu dahn
bir parametresi oldugu kavram: alinmistic. Akiggrafigi teorisinden ise
topolojik denklemlerin analizi ile ilgili olarak gelistirilmisg tekniklerden
yararlantlmistir, o

GERT tekniginin geligtirilmesi PERT, CPM ve benzeri tekniklerin
uygulandig proje programlamas: tipi gebekeler ve akisgrafikleri ko-
nusunda olmustur.

PERT tipi sebekelerde dallarla (branches) gosterilmis faaliyetlerin
hepsinin gergeklesmesi gereklidir. Bu nedenle boyle bir sebekenin ger-
geklesmesi sebekenin timinin gergeklesmesine baghdir. Bir siire
{veya stirelerin dagilim:) PERT sebekesinin her bir dali ile ilgilidir.
Toplam proje zamanm dagilmmint saptamak igin analiz yapilmas:
gereklidir. Boyle bir analiz ¢ok kat: baz: kabuller yapmamiz1 gerekti-
rir, buna ragmen toplam proje zamanmimn dagilimi hakkinda sadece
yaklasik bir bilgi temin eder?.

1) Bu konuda bkz Clark CE., «The Greatest of s Finite Set of Random
Variables,» Operations Research, Volume 9, No. 2, 1961, s, 145-162 ve Clingen, C.T.,
«A Modification of Fulkerson's PERT Algorithm, Operations Research, Volume

343 —
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Eisnerz PERT tipi sebekelerde mantiki unsurlarin kullanilmasi fik-
rini ortaya atmis ve Elmaghraby?® ¢ok parametreli dal ve mantiki un-
surlar olan karar merkezleri (nodes) icin bir notasyon geligtirmistir.
Gene Elmaghraby bir cebir teknigi geligtirmis ve «Genellegtirilmis Faa-
livet Sebekeleri» (GAN) sdzcigiind bu tiirden gebekeleri tammlamak
igin kullanmgtir.

Elmaghraby'nm geligtirdigi cebir sebekeleri basitlestirmek icin kul-
lanish ve uygun bir arag olmakla beraber| kesin bir prosediir ortaya
koymamasi nedeni ile kompleks gebekeleri basitlestirmede yararh ola-
mamaktadir, Aym zamanda bu cebir sabit zamanh dallar (branches)
icin gegerli fakat faaliyetlerin tamamlanmasi icin gerekli zamanin ke-
sin olarak bilinmedigi durumlarda kullamilamamaktadir.

Lorens ve Happ akiggrafikleri (flowgraphs) tekniklerine yénelik bir
gahismalarindat,s 200'in ustinde kaynak gdstermiglerdir. Topolojik bir
vaklasim ise Kim ve Chien tarafidan onerilmigtirs.

Bir akiggrafigi yon verilmis dallardan (transmittances, directed
branches) ve digumlerden (nodes) olugur,

Bir graligin gerceklegsmesi igin tiim yon verilmis .dallarm grafigin
icinde bulundurulmas gereklidir., Huggins ve Howard c¢alismalarnda

12, No. 4, 1964, s, 629-832 ve Fulkerson, D.H., «Expected Critical Path Lengths in
PERT Networks,» Operations Reseach, Volume 10, No. 6, 1062, s. B08-817 ve Mac
Crimmon, K.B., v¢ Byavec, C.A. <An Analytical Study of the PERT Assumptions,»
Operations Research, Volume 12, No. 1, 1964, s. 16-38,

2) Bkz. Eisner, H., «A Generalized Network Approach to the Planning and
Scheduling of a Research Program,» Operations Research, Volume 10, No. 1, 1962,
s, 115-125,

3) Bkz. Elmaghraby, S.E., «An. Algebra for the Analysis of Generalized Activity
Networks,» Management Science, Volume 10, No. 3, 1964, s, 494-514,

4} Bkz,, Lorens, C.S., Flowgraphs, McGraw-Hill Book Company, New York,
1964,

3) Bkz. Happ, W-W., «Application of Flowgraph Technigques to the Solution
of BHeliability Problems,» Physics of Failure in Electronics, M.F. Goldberg and
Joseph Voccaro, editors, Washington, V.S, Dept. Of'Commerce, Office of Technical
Services AD-434/320 (1964) p. 375-423.

6) Bkz. Kim, W.X. ve Chien, R.T., Topological Analysis and Synthesis of
Communication Networks, Columbia University Press, New York, 1962,
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stokastik sistemlerin tanimlanmas: ve analizi ig¢in akiggrafiklerinden
faydalanmiglardir?. '

Stokastik bir sebekenin elemanlar::
a. Yon verilmis dallar (arcs, edges, transmittances).

b. Mantiki dugtmler (logical nodes).

Yon verilmis dal ile iki digtm bagintihdir, bunlardan biringisi da-
im ciktig, digeri ise dahn son buldugu digimlerdir. Her bir dal i¢in iki
parametre tesbit etmek mimkindiir.

1. Daim cikti1 digimiin gerceklesmesi halinde o dalin secilme
olasihigi, p..

2. Bir daim secilmesi halinde o dal ile gésterilen faaliyetin ta-
mamlanmas! igin gerekli sire, £,. (f, tesadifi degisken de olabilir).
Eger belirli bir dal sebekenin gergeklesmesi igin gerekli degilse o dal
ise gdsterilen faaliyetin siiresi sifira esittir.

Girdi Exklusif- Inklusif-
vaya voya

<l <1 | (
) |
&

Non-Stokastik D

| <O
R N S P

Tablo 1. Diigim Ozellikleri ve Sembolleri.

7 Bkz. Howard, R.A., Dynamic Programming and Markov Processes, Technolgy
press, MIT, Cambridge, Mass., and John Wiley and Sons, Inc., London, 1960.
Howard, R.A., Systems Analysis of Semi-Markov Processes, IEEE Transactions on
Military Electronics, April, 1964, s. 114-124,

Huggins, W.H., «Signal Flow Graphs, Proceedings of the Institute of Radio
Engineers, Volume 9, No. 9, 1857, 5. 74-86.
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" Stokastik bir sebekede her diigiim icin bir girdi ve bir de gikt1 fonk-
siyonu vardir. Tablo 1 de girdilerle ilgili 3 mantiki iliski, ¢iktilarla il-
gili 2 mantiki iliski gdsterilmektedirs,

Exlusif-veya : DugUme giren dallardan herhangi birinin gercekles-
mesine sebep olur. Fakat veri bir zaman icinde bu dallarin sadece ve
sadece biri gerceklegebilir.

Inklusif - veya : DUgime giren dallardan herhangi birinin gergek-
lesmesi o digumin gercgeklegmesine sebeb olur, Gerceklesme zamani
Inklusit-- veya digumine giren faaliyetlerin tamamlanma strelerinin
minimumuna esittir. ' '

Ve Digime giren dallarin herbirinin gergeklesmesi halinde o
digum gerceklesebilir. Ger(;eklesmé zamanl ve digimine giren faali-
yetlerin tamamlanma slrelerinin maximumuna egittir.

Non-stokastik : Bir diigimin gerceklegmesi halinde o digumden
cikan bitiin dallar gerceklesir. Bu nedenle bu digamden cikan dalla-
rin p-parametresi bire egittir.

Stokastik : Bir diigimin gerceklesmesi halinde o digtimden cikan
dallardan sadece bir tanesi gerceklesgir?®.

Sebekelerin Basitlegtirilmesinde: Elmaghraby Teknigi:

Sekil 1 de «1» numarall digimden gkan <a» daimin gerceklesme
olasilifn «p,» ve gerceklesmesi halinde gececek stre «f»dir. Aym se-
kilde «b» dali da «p,» ve «ty» ile tammlanmistir. Seri halinde olan bu
iki dal tek bir dal, e, ile gdsterilebilir.

P, = P, Py
te =1, +

. ,/. //
a' a T Pb'tb e'e

Sekil 1. Seri halindeki scbekenin basitlegtirilinesi.

Bl Pritsker; A. Alan-ve Happ, W. William, «GERT: Graphical Evaluation
and Review Technique, Part I Fundamentals», The Journal of Industrial Engineer-
ing, Volume 17, No. 3, 1966, s. 267-268, : )

9} Ibid. s. z2es. :
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" Bu teknigin gelistirilmesinden ¢nce sebekelerde tekrarlanarak ya-
pllmas1 gereken faaliyetleri gdsterme imkani yoktu. Oysa planlama,
mamul arastirma ve gelistirme gibi faaliyetler defalarca tekrarlanan-
faaliyetlerdendir. Elmaghraby bu faaliyetleri géstermek igin «self-loop»
(kapali halka) ¢ikt1g1 dligtime dénen dallardan kullanilmigtir (Sekil 2).

Sekil 2, «self-loop»un indirgenmesi. .

i1

Po
p, =
lmpc
tc pc pb
t, = (¢, + —)
’ - : 1-p, 1-p,

Eéer b ve ¢ iki numarall diglimden ¢ikan dallarin hepsini olug-

tﬂ pc
turuyorlarsa o zaman p,=1—p, ve t,=f+—9

l_pc T

Stokastilz Sebekelerin Analizi

Bu kisimda ¢ok sayida dalin bulundugu bir sebékeyi tek dali bu-
lunan hir gebeke haline indirgeme incelenecektir,

Qekil 3.

pp. 343-344,

10} Rattershy, A., Network Analysis, St. Martin's Press, ‘New York, 1984.
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Bu indiregme icin iki kademeli bir defisim kullanmlacaktr, itk
kademede her dal ile ilgili bulunan ¢ zamanini gdsteren moment yara-
tan fonksiyon (M.G.F) bulunur.

M, (s) = Ee*
= [, e* f(t) dt ¢t stirekl degisken ise

=% et f(t) t stireksiz degigsken ise
t

F({) ¢t ile ilgili yogunluk fonksiyonudur.
Eger t = t, yani t sabit ise
et [, f(t)dt‘z 1
M,, (s) = e
=1

W-fonksiyonu belirli bir dalin gergeklesme olasilig, p, ile o dalin siire-
sinin moment yaratan fonksiyonunun (M.G.F.) garpimina egittir,

wis) =p. M,

Seri dallar igin:

Sekil 4. Esgdeger W - fonksiyonlar.

Py=P_P,
Mg(s) =M,(s) M,{s)
Wgls) =W, (s) W, (s)
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Paralel dallar igin:

wa(s);P&.ﬂa(S)m

v W (s]: Py (s)

P/\‘ W (s) “’K]

\\PE.ME(S)
\

Sekil 4. FEgdefer W-fonksiyonlar:.

P,=P,+P,<1

. P,M,(s)-P,M,(s)
Mg(s) =

Pa+Pb
Wels) =W, (5) +W,(s)

Sekil 4 de seri ve paralel dallar igin W-fonksivonlan verilmigtir.
Seri dallarda birinci digtmden G¢inct diglime varma olasilifl a ve b
dallarnin gergeklesme olasihiklarina baghdir. Paralel dallarda ise bi-
rinci dfigtimden ikinci ddglime varma olasilifi a veya b dallarinin
gerceklesme olasihiklarina baghdir. Exklusif - veya dig0Gmi tammina
bagh kalarak a veya b dallarindan sadece ve sadece birinin gergekles-
me olanagl oldugu kabul edilir, bu nedenle Pa+Pb<{1.

Topoloji Denklemi®:

SHG =148 3% (—1)™ L;(m, s) =0 biatdn s'ler igin
m i

L,(m, s) m derecesindeki {'inci halkadir.
Halka (loop) su gekilde tanimlanmaktadir :

«Halka (loop) her digtimi sadece ve sadece iki dal ile ortak, biri
digimden gikan digeri diigtimde son bulan, bir dizi daldir»¥ =~ ’

11) Bke. Kim, W.H. ve Chien, R.T.: a.g.y.
12) Pritsker, A. Alan ve Happ, W. William, a.g.y. §. 270.
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1 — Birineci Dereceden Halka -

Her bir digime diger digtmlerden ulasmak olanag vardir.

2 — N. Dereceden Halka: °

Birbirinden ayr birinci dereceden halkalarin meydana getirdigi
halkalar climlesi (set).

Birbirinden ayr: halkalarn ortak digiimleri (nodes) yoktur,
Herhangi bir halkamn w-— fonksiyonu o halkay olugturan dalla-

rn w— fonksiyonlarimn garpimina esittir. Yani,

L, &)= M w, (s
Jel

Lm, s)=NL, (1,8
k

k, m adet degigik degerde olabilmektedir ve m degerl ile iligkili olan
halkalar birbirlerinden ayridar. :

Topoloji denkleminin uygulamalarnna ¢érnek vermeden énce halka
kavramimi agklamak yerinde olacaktir:

Sekil 5. Aqik Stokastik Sebeke.

Halka tamimina gére Sekil 5'de gérillen agk stokastik gebekede
birinci dereceden ¢ halka vardir: L (1)=w, wy L(1)=w, w,; ve
L,{1)=w; w. Li(1) ve L,(1) halkalarinin ise ortak diigimleri yoktur
ve heraberce ikinci dereceden bir halka meydana getirmektedirler :
L, (2) = L, (1). Ly (1) =w, w, w, w,. Topoloji denklemi yalnizca kapali
stokastik sebekelere uygulanabilmekiedir. Bir agik stokastik sebekeyi
kapal1 stokastik gebekeye donlgtirmek igin ise termin digimiini bas-
langic digimiine bir dal ile‘bi'rlestirrnek yeterlidir.
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wE( 8)

| (s)
W s
A
Sekil 8, Kapal Stokastik Sebelke.

Acik sebekeyi kapali gebekeye ddntstUrmek i¢in ilave edilen dal
W, (s) ile tanimlanir. Sebekenin basglangi¢ ve termin diglmleri disin-
daki kismimi W,(s) ile gosterirsek ve topoloji denklemi uygulanirsa

His) = 1~ Wy;{s) W,(s}=0
Ve
1

W,ls) = ————
Wgis)

y Elde ettigimiz bu genel sonug ilave edilen dalin sebekenin diger
dallarinin degerlerinin karsitina es oldugunu ortaya koymaktadir.

Sekil 7. 5. Sekildeik agilk stokastil: g.ebekéﬁjn kapali’ durumu.

Sekil 7’de gorialen kapal sotakastik sebekede 1. dereceden 4 halka;
L, (1) =w, wy L) =w, wy; L1 =w, wg; ve L) =w, w, w, w, w, ve
2. dereceden 1 halka, L,;{2)=w, w, w; w;. Bu sebeke ic¢in fopoloji denk-
leminden su sonug elde edilir:

H=1 —wr, wWo— W, Wy — Wy W= Wy Wy Wy Wy W W, Wi W, w,=0
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Wy = 1/W, i¢in bu dénklem gozilirse

WyW W W,

Wy =
I—W W, —WaWw, — W W W WW W,

Wz'nin bulunmasi igin Mason su formili kullanmigtir?:

SP;(s) [1 LS (=1 L m, s>}
WE (s): J n

H(s)
P,(s) = finci yolun w-fonksiyonu

Lim} =j inci yol ile ortak olmayan m. dercceden halkalarin
w-fonksiyonlarinin tdplami,

H(s) = (W,(s)=0) icin topoloji denkleminin degeri;

Simdiye kadar elde edilen neticeleri dzetlersek : Topoloji denklemi
ile egdeger W-fonksiyonunu, Wg (s}, buluyoruz. Wis), W-fonksiyonu ise
bir dalin gerceklesme olasiligl, p, ile gerceklesme siresinin moment
yaratan fonksiyonu ile garpimina egittir. W(s) = p M,(s).

Bu verilerden sebekenin tiimiinin gergeklesme olasilifinin, P, ve
Moment yaratan fonksivonunun Mgfs), esdegerleri bulunur:

P, = Wg(0)
ctinkt

Mg(0) =1 ve

Wg(s)
Mg(s)

1l

Bu neticeden ise orijin etrafindaki jinci momenti, p, veya j inci
kumilani, K,; hesaplanir'.

13) Hall, A.D., A Methodology for Systems Fngineering, D. Van Nostrand
Company, Inc., Princeton, New Jersey, 1962.
14) Pritsker, A. Alan, ve Happ, W. Wililam, a.g.y. s. 271
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ME— bj. [ME (S):l s=—0
s/
¥ [,

K= f[ln ME(S)] s=20
hiy

Kim = psm i=1,23......

BIR UYGULAMA :

ENVANTER PROBLEMI : Toptanc: bir tiiccar bir mamulii i¢in bir pe-
riyodluk talep dagilimim su sekilde tesbit etmistir .

Talep Gergeklesme
X(tnitel . olasilige, F(X)
4 d
1 A
2 3
3 2

Siparis politikasy olarak elinde hi¢ mamul kalmadigl periyodlarin
sonunda 3 adet siparis vermekie ve mallar: bir periyod sonra teslim
almaktadir. Bu arada her siparis kendisine 100 TL.'sma mal olmakta
ve mamuliin her iinitesinin elde bulundurma maliyeti de bir periyod
igin 10 TL. civarndadir. Sattigr her {initeden ise 300 TL. kar elde et-
mektedir. Bu envanter sistemi hakkinda GERT’ten faydalamlarak ne-
ler 8grenilebilir? E

Herhangi bir periyodun baginda stok seviyesi dért durumdan bi-
rinde olabilmektedir: X, stok seviyesinin sifir oldugunu gosterir. X,
stokia bir finite mal oldugunu, ve X,, X, de aym gekilde stokta iki ve
fi¢ tinite mal bulundugunu belirtir. Periyod sonunda ise stok seviyesi
bu dért durumdan gene herhangi birinde olabilmektedir. X; durumun-
dan X; durumuna gegis mamule kargi olan talebin clasihk dagihmina
baghdir. ' Yani periyod basinda X, seviyesinde ise periyod sonunda gene
X, seviyesinde olma olasiligi, P,,=7f(0)=0.1"d1r. Ajml' sekilde periyod
hasmda X, seviyesinde ise ve periyod iginde bir tinite mal satarak pe-
riyodu X, seviyesinde kapatmak olashig, P,,=f(1) =0.4'diir. Bu sekil-
de bir analizi ve «gegis olasihiklaris bir matrix iginde sbyle gésterile-
bilir : - :

T AT T




354 G. Siirsal

Sonug durumu X

[3) 1 2 3

00 0 0 0

X, il¢ 1 o o
Baslangi¢ 2.5 4 d 0
durumu 3.2 3 4 .1

Bu medelde bir durumdan difer bir duruma gegis olasihit bag-
langigtaki durum, X,, ve periyod senundaki durum X, arasmdaki ilig-
kiye baghdir ve hir énceki veya daha énceki periyodlarm baginda han-
gi durumda bulunuldugundan bagimsizdir. Boyle bir iliskiler dizisi ti-
pik bir «Markov Zinciri»dir. Bu nedenle bu érnekfe bir durumdan di-
Fer bir duruma gegis stiresi sabit ve 1 olarak kabul edilecektir.

Yukarida agiklanan envanter problemini GERT yontemi ile su se-
iklde gdsterebilir:

l/wE

A

Simdi GERT ile sistemin X, durumundan n periyod sonunda X,
durumda olma olasilifnm buiahm (Sabit Durum Olasiligy).

Once sistemdeki mevcout halkalar bir tablo ile gostermek wvararh

clacaktir :

Halka W. fonksivonlary 2. dereceden Halkalar 8, dareceden Halkaiar

L W, W, W, Vg
L, W, W, Vo L
L, Wy Vg Ly L;
L, W, W Vg L,
L5 W7 Lo L'r Ls’ LT
L, w, L L, L. L, L,
L, Wy Le Ly Ly L Ly
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Mason formulindeki 3! p;(s) [1 + % (D™ T..(m, s)} ifadesini kul-
J m

lanarak Py, 5, 1 Periyod iginde X, durumundan X, durumuna ge¢me
olasiligim bulalim :

P WoW, W W W E W W W, —W Wl — W W — W Wy == W W W T WW Wy
XXy == .

3 _
}%H(Sﬂ
265 |43 . 009 &%
—_ -
BH(S)

f==0

Aymn gekilde baglangi¢ durumunu X; alarak 32 Px,x; bulunabilir.
Burada dikkat edilmesi gereken nokta her *=° Py,y/'vyi bulurken
X, den gikan dallar1 ve bu dallarla birlikie olan W-fonksiyonlarin sis-
temden gikartmaktir. Zira aradifimz olasihik Py, x,'dir, yani n periyod
sonunda X, de olma olasihigl, o halde X; difimine vanldifinda bu
diigimden ¢ikma olanag ortadan kaldirmalidir.

Py, x: i¢in sebeke gu gekilde gosterilir:

(Baglangic durumu X, ve
son durum X} (Sekil 9), s

1/wE

Sekil 9
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Bu durumda da sistemmde mevcut halkalar: bir tablo ile gésterelim:

Halka W-fonksiyonlar: 2. dereceden halkalor

L W, Ve Ly

L, W, W, Ve

I‘" W’:‘ . L4

L, Wy L, L,

W+ W, W,—W.W, 3e'+ .13¢%
Pyyxa = " = R

Y H (s2) YH(S)
i=p =0

Aym sekilde Py, 5, ve Py, X;'de bulunur, Her bir olasihg: bulmak
icin W-fonksiyonlarinin degerlerini yerlerine yerlegtirmemiz gerekmek-

tedir.
W(s) = P My,

‘Bir periyodun stiresi sabit ve 1 kabul edilmigti, bu nedenle
M, {0) =1 ve W(s)=Pp'dir. Buna gbre Pg; x;'ler hesaplanir:

729
ng,- XO - =.313
2.420
43 :
Pyg X, = ——— =.18462
2420
.36
Pyy X = =.1112
2,429
81
Pyq X, = =.39118
2.420

Envaniter sistemi ile ilgili bazi maliyet unsurlarimin incelenmesi .

Bu sistemin muhtemel maliyeti :
Siparis Maliveti = 100x0.313 = 31.3 TL.

Envanter Maliyeti = 10(0.18462 + 20,1112 4+ 3¢ 0.39118)
= 47.1 TL.

e
=
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Muhtemel Gelir:
X, durumunda = 300(1:X0.18462 x0.9)
+ X, durumunda = 0.1112(1 X 0.4+ 2 X 0.5}
+ X, durumunda = 0.39118{1 X 0.442,% 0.3+ 3% 0.2)
= 94.7726 TL. .

Bu durumda muhtemel net gelir = 47.67 TL./periyod.

Ayrica X, durumunda olan bir sistemin X; durumuna gelinceye
kadar gegecek ortalama siire de bulunabilir:

Topoloji denklemini kullanarak Wi(s) bulunur,

H = 1 W WWsW = WaW Wy -~ WW s — W WsW o — W —Wg—W,
FW MWW W T WW Wot WeW Wy W WW W +Wo W,
FWgWo+ W W, — W W Wy — WW W Wy

WiWoWa WMo +Wo W W —W MWW — WW,
— WeWy —W W Wo+WeWsWy

WE(S) =
. . 1 =W, —Wg— W+ WeWe+ WW, - Wiw,

—WWWy+WeWy
2+ .43 4 099e3

1—.3e%+4.03e*—.001g%

Wr(s) | s=o = Pg
clinkii

M, (s) ’s=o =1
Wels)

ME (s) =

X,'a ulagmak igin gegecek ortalama sire
bME(&) PR 2o .
— | 5=0 kismi tlirevi ile bulunur ve 2.19 periyodtur.
2)3 . ’ ’ .
Aym yaklasim ile difer terminlere ulagmak i¢in gegecek ortala-
ma, siireler de hesaplanabilir'®.

13) Uygulamalar igin bkz. .

Pritsker, A AB. ve W.W. Happ, «GERT=Graphical Evaluation and Review
Technique, Part H-Probabilistik and industrial‘Engineering Applica.tiohs». Jour.
Ind. Eng., Vol. 17, No. 6, Haziran 1966 Elmaghraby, S. E., «Some Network Models
in Management Sciences, Lecturs Notes in Operations Research and Mathematical
Systems, No. 29, 1970. '




