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OZET/ABSTRACT

Bir G grafinda, secilen bazi tepeler yardimiyla grafin tim ayritlarini tanimlama graf
Ortlst problemi olarak bilinir. Bagka bir agidan bakildiginda ortii problemi; sayilabilir bir
kiime iizerinde verilmis bir bagintiy1, bu kiimenin minimum sayida elemanini kullanarak
tanimlama olarak diisiiniilebilir. Optimizasyon teorisinde; bir G grafinin 6rtii kiimeleri i¢ginden
en az elemanlisini bulmaya minimal Ortii problemi adi verilir. Bu problem literatirde bir
discrete optimizasyon problemi olarak bilinmektedir. Problem dogrusal programlama ile
matematiksel olarak ifade edilebilir. Bu ¢alismada iletisim ag1 grafla modellenerek, bu agda
iliskileri minimum sayida elemanla tanimlayan graf ortiisii problemi ele almmustir. Ortii
probleminin genel dogrusal programlama modeli verilerek ¢6ziim arastirilmistir. Daha sonra
uygulama problemi olarak ele alman, Ege Universitesi Kampusiinde glvenligi saglamak
amaciyla acil telefonlarinin yerlestirilmesi problemi, bir 6rtii problemi olarak modellenmistir.
Elde edilen dogrusal programlama problemi WQSB programi yardimu ile ¢oziiliip minimum
sayida hangi noktalara telefon yerlestirilmesi gerektigi hesaplanmistir.

In this study graph set covering problem which is a problem of defining relations in a
network by using less number of objects, is examined by the aid of graphs that are used
mostly in design of communication networks. Cover problem is also known as the distinct
optimization problem in this field of study. The problem of placement of emergency phones in
Ege University Campus to provide security is considered as a cover problem. The obtained
linear programming problem is solved by WQSB and the result that at least number of places
which a phone is required to be placed, is found.
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1. GIRIS

Matematigin bir dali olan graf teori, gilinliik yasamda karsilasilan pek cok olayin
matematiksel modellerinin olusturulmasima ve bu modellerin bilinen ydntemlerden farkl
baska tekniklerle kolayca ¢oziilmesine olanak tanir. Graf teori, sayilabilir nesneler arasindaki
iliskilere dayanir. Matematiksel olarak ifade edilirse, yonlendirilmemis bir G grafi, elemanlari
tepeler olarak adlandirilan bir V kiimesi ile V deki tepelerin sirali olmayan ikililerinin
meydana getirdigi E kiimesinden olusur. E’ nin elemanlarinin her biri bir ayrit olarak
adlandirilir. Bir ayrit e=(u,v) bigiminde gosterilir. Burada u ile v tepelerine bitisik tepeler
denir. Ayrica e ayrit1 da u ve v tepesi ile bitisiktir. Bitisik tepeler komsu tepeler olarak da
adlandirilir. Genel olarak bir G grafi, VXV kiimesi ilizerinde tanimli 2-1i bir bagmtinin
gosterim bicimidir. Graf teoride bagmtinin tanimi biiyiik 6nem tagimaktadir. Bagintinin
ozelliklerine gore farkl tiirde graf modelleri, farkli ¢6zliim teknikleri ve ¢oziim algoritmalari
bulunmaktadir. (West, 2001)

Graflar temel olarak birlestirilmis ve birlestirilmemis graflar bi¢iminde iki sinifa
ayrilmaktadir. Bir G grafinda her tepe cifti arasinda en az bir iletisim varsa bu grafa
birlestirilmis graf denir. Bir grafta en az bir tepe ¢ifti bu 6zelligi saglamiyorsa bu grafa
birlestirilmemis graf denir. Her tiir iletisim agi, birlestirilmis graflarin herhangi biri ile
modellenerek, bu aglar Uzerindeki problemler bu aglarin modelleri olan graflar iizerinde
cozalir.

Sayilabilir bir kimenin elemanlar1 arasindaki bir iligki, matematiksel olarak bir bagmntidir.
Kiimenin sonlu sayidaki elemanlar1 grafin tepelerini, bagintinin ikilileri grafin ayritlarini
tanimlar. Tim ayritlart tanimlayan minimum sayida elemani bulmak (yani grafin tepelerini
bulmak) grafta minimal 6rtl problemi olarak bilinir. Minimal ortl problemi (set covering
problem) bir dogrusal programlama problemidir (Christofides,N.1986). Minimal ortl
probleminin dogrusal programlama modelinin kosullar1 grafin tepe ayrit bitisiklik matrisi
yardimiyla yazilir.

2. TEMEL TANIMLAR

Tamm 2.1: Bir G=(V,E) grafinin tepe ayrit bitisiklik matrisi asagidaki gibi ifade edilir ve B
ile gosterilir. Bu matrisin satirlar1 grafin tepelerine, siitunlari ise grafin ayritlarina karsilik
gelir.

ij

{1, egerv, tepesie; ayritiile bitisikse

0, aksi halde
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Sekil 1. Birlestirilmis bir graf ve onun tepe ayrit bitisiklik matrisi
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Tanim 2.2: G grafinin, V tepeler kimesinin bir S alt kiimesi i¢in, eger G deki her bir ayritin
en az bir ucu S kiimesinde ise, S ye G nin bir 6rtlst denir. Bir minimal 6rt kiimesindeki
tepelerin sayis1 G grafinin ortii sayis1 olarak adlandirilir ve a(G) ile gosterilir (Chartrand vd.,
1986).

1 €2 5
€1
€3
2¥ 93
e7 €5
€6 4

Sekil 2. Bir G grafi ve ortii kiimesi

Sekil 2’deki G grafinin tepeler ve ayritlar kiimesi sirasiyla

V={1,2,3, 4,5, 6}
E={(1,2), (1,5), (2,3), (2,5), (3,4),(2,6), (4,6)}

olarak verilmistir. G grafinin minimal bir ortii kiimesi 2, 4 ve 5 nolu tepelerden olusur. Bu
durumda G grafinin ortii sayis1 3’ tiir.

3. ORTU KUMESI PROBLEMIi

Sayilabilir kiimeler {izerinde tanimli optimizasyon problemleri, giinliik yasamda kargimiza
cikan problemlerdir. Bu tip problemler matematiksel olarak ifade edilebildikleri gibi,
elemanlar1 arasindaki iliski belirlendiginde kolayca graflarla da modellenebilirler. Bu
boliimde Ortii kiimesi probleminin genel dogrusal programlama modeli tanimlanmis ve
nesneler arasindaki iligkiler goz oniine alinarak problemin graf modeli kurulmustur.

3.1. Ortii Probleminin Genel Modeli

n tane nesne igeren bir ortamda Ortii kiimesi probleminin genel dogrusal programlama
modeli,

; . 1, j. nesne secildigind
(i) Karar degiskenleri X :{ ) ¢lidiginde

0, aksi halde
(ii) Kisitlar
Xj+X =21 V(i,]))iliskisi i¢in
(i) Z,y= Y,
=1
bicimindedir ( Beasley, 1987; Beasley vd., 1992).

Bu genel modeli graf ile iliskilendirdigimizde, grafin tepe ayrit bitisiklik matrisi ile
tepeler vektoriiniin ¢arpimindan yukaridaki modele ulagilir.
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3.2. Ege Universitesi Kampiis Aginda Acil Telefonlar: Yerlestirilmesi Problemi

Bu béliimde Ege Universitesinin dogu kampiisii krokisine bagli kalinarak, her telefon en
az bir sokaga hizmet vermek kosuluyla, minimum sayida telefon kullanilarak kampus
giivenliginin saglanmasi problemi; bir dogrusal programlama problemi olarak modellenmis ve
bu model kurulurken kampiisiin grafi ¢izilmistir.

Sekil 1°de krokisi verilen kampiis ag1 bir graf olarak modellendiginde asagidaki graf elde
edilir. Bu modellemede sokaklarin kesim noktasi birer tepe x; ve sokaklar birer ayritla
belirlenmistir.

Sekil 1. Ege liniversitesi kampiisiiniin dogu yakasinin krokisi
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X3 X4 XS

Xo7 Xas Xog Xao Xa1 \\
X3

Sekil 2. Krokisi verilen agin grafi

Bu probleme ait dogrusal programlama modeli:

_|% J. telefonkonulabilecek nokta segildiginde
"0, aksi halde

Her bir sokaga hizmet verilmesi i¢in, her bir sokagin iki u¢ noktasindan birine veya ikisine de
telefon yerlestirilebileceginden asagidaki kosullar ortaya ¢ikar,



Xpp + X0 21

X +X%, 21 X, + X% 21 X+ %21 x4 %, >1 Xog + Xp5 21
Xiq + Xy 21
X +X%; 21 X, +X%, 21 Xig + X021 X, + %, >1 v x ol Xog + X5 21
X, + % 21 Xg + X, 21 Xig + X0 21 Xpo + Xgp 21 ! 6_1 Xoo + Xgp 21
X % 2 Xpe + X, 21
X3+ %, 21 Xy % 21 Xg X7 21 X0 + %, 21 X+, 1 26 T Xp 2
X %21 X+ Xs 2l Xy X2l x4 X 21 e
Xy + %5 21 Xgg + X5 21
Xs+ X 21 X, + X521 Xo T %oy 21 Xy 4+ Xgg 21 1 90 T X =
X2 Xgy + Xy 21
X5 + X9 21 X15 + X18 21 X20 + X28 21 X38 + X35 21 X12 X13 ? .
X23+X1321 X32+X3321
Xg+ X% =1 Xig +Xg =1 Xpg+Xpg 21 Xgg + Xy 21 N
24 25 = =
X+ X% 21 XX, 21 Xyt X 21 Xy + Xy 21 o
Xpp X0 21 Xgg + %5, 21

38
Zmin= Y x; bicimindedir.

71

Yukaridaki esitsizlik sistemi problemin graf modeli kullanilarak da olusturulabilir. Burada
grafin tepe ayrit bitisiklik matrisi ile tepe vektoriiniin carpimindan ayni yapi elde edilebilir.
Bir basgka deyisle yukaridaki esitsizlikler BX>1 ile ifade edilir.

by, by biss || X, 1
BX >1 b, by . b |l X 5 1
by Dy, Dag 56 || Xag 1

Problemin karar modelinde ¢6zulmesi gereken 56 tane esitsizlik ve 38 tane bilinmeyen
vardir. Problem bilinen yontemlerden Simpleks ile ¢oziiliirse, yontem geregi esitsizlikler
esitlik hale getirilmelidir. Bu durumdada sisteme yeni degiskenler eklenir. Problemin
¢cozliminde matris yapilar1 kullanilacagindan ve karar degisken sayisi fazla oldugundan elle
¢Oziim olduk¢a uzun vakit alacaktir. Bu nedenle, biiylik boyutlu problemlerde de kisa siirede
¢oziim veren WQSB paket programinin Lineer and Integer Programming kismi kullanilmistir.
Bu kisimdaki ¢éziimler Simplex Algoritmasi kullanilarak yapilmaktadir.

WQSB paket programu ile ¢6ziim yapildiginda asagidaki gizelgede yer alan sonuglar elde
edilir. Telefon konulacak noktalar gizelgedeki 1 degerine sahip x;’ lerdir. WQSB programinin
ciktis1 Cizelge 1’de verilmistir. Cizelgede karar degiskenleri birinci siitunda ve bu karar
degiskenlerinin ¢o6ziim degerleri ikinci siitunda yer almaktadir. Karar degiskenlerinin 1
degerini almasi o noktaya telefon yerlestirilecegi anlamina gelmektedir.

Cizelgeye gore Xxj=1 degerine sahip yirmi karar degiskeni bulundugundan, tim
sokaklara hizmet verecek en az telefon sayisinin yirmi oldugu bulunmustur.

WINQSB Cizelge Degerleri Ayrintilari:

Decision Variable : Karar Degiskenleri (Sokaklarin ug noktalarr)

Solution Value : Karar degiskenlerinin ¢6ziim degerleri (0, 1)

Unit Cost or Profit c(j) : Her bir karar degiskeninin maliyeti

Total Contribution : Amag fonksiyonuna ¢dziim degerlerinin katkisi (CjX;)
Reduced Cost : Sipleks algoritmasinda Cj-Z; ye karsilik gelen deger
Basis Status : Son Simpleks Cizelgesunda bulunan ¢6ziim degerlerinin,
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C; : Maliyet, bu problemde 1 olarak alinmistir.

alt sinir veya lst sinir degerinde bir temel degisken
olup olmama durumu

Zj: Simplex’ in buldugu bir andaki ¢6ziim degerleri icin hesaplanan amag¢ fonksiyonunun

degeri.

Objective Function (Min.) = 20,0000

Cizelge 1. Combined Report for LP Sample Problem

Karar Cozim Birim Toplam Katk1 Azaltilmis | Esas Durum
Degiskeni | Degeri Maliyet veya Kar c(j) Maliyet

1 X1 0 1,0000 0 -2,0000 sinirda
2 X2 1,0000 1,0000 1,0000 0 esas

3 X3 0 1,0000 0 0 €sas

4 X4 1,0000 1,0000 1,0000 0 esas

5 X5 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 sinirda
6 X6 0 1,0000 0 1,0000 sinirda
7 X7 0 1,0000 0 0 €sas

8 X8 1,0000 1,0000 1,0000 0 esas

9 X9 0 1,0000 0 0 €sas
10 X10 0 1,0000 0 1,0000 at bound
11 X11 1,0000 1,0000 1,0000 0 esas
12 X12 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 sinirda
13 X13 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 sinirda
14 X14 1,0000 1,0000 1,0000 0 esas
15 X15 0 1,0000 0 0 €sas
16 X16 0 1,0000 0 0 esas
17 X17 1,0000 1,0000 1,0000 0 esas
18 X18 1,0000 1,0000 1,0000 0 esas
19 X19 0 1,0000 0 0 €sas
20 X20 1,0000 1,0000 1,0000 0 esas
21 X21 0 1,0000 0 0 €sas
22 X22 1,0000 1,0000 1,0000 0 esas
23 X23 0 1,0000 0 0 esas
24 X24 0 1,0000 0 0 esas
25 X25 1,0000 1,0000 1,0000 0 esas
26 X26 0 1,0000 0 0 esas
27 X27 1,0000 1,0000 1,0000 0 esas
28 X28 0 1,0000 0 0 esas
29 X29 1,0000 1,0000 1,0000 0 esas
30 X30 1,0000 1,0000 1,0000 0 esas
31 X31 0 1,0000 0 0 €sas
32 X32 1,0000 1,0000 1,0000 0 esas
33 X33 0 1,0000 0 0 esas
34 X34 1,0000 1,0000 1,0000 0 esas
35 X35 0 1,0000 0 0 €sas
36 X36 1,0000 1,0000 1,0000 0 esas
37 X37 0 1,0000 0 0 €sas
38 X38 1,0000 1,0000 1,0000 0 esas
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4. SONUC VE ONERILER

Ag yapilarinda 6nemli bir kavram olan Ortii kiimesi problemi bu ¢alismada ele alinmistir.Ege
Universitesi Kampiisii® niin dogu kismi incelenerek grafi ¢izilmis; bu graf {izerinden problemin
matematiksel modeli kurulmus ve WQSB programi yardimiyla ¢oziim elde edilmistir. Toplam 38
noktadan sadece 20 noktaya telefon yerlestirmenin uygun oldugu sonucuna varilmigtir. Benzer tiirde
problemler graf teori yardimu ile kolaylikla ¢oziilebilir.

Bir grafta ortii say1si, bulunabilen tiim ortii kiimelerinden en az sayida elemana sahip olan kiimenin
eleman sayist olarak tanimlidir. Problemde yerlestirilmesi gereken acil telefonlarinin minimum sayist
grafin Ortli sayisina karsilik gelmektedir. Problemin ¢6ziimiinde graf modeli kullanildigindan ve
grafin Ortii sayis1 hesaplandigindan bulunan sonug¢ optimumdur.
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