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Ozet: Bu calismada bir topolojik uzay iizerindeki F, ve Gj kiimelerden yararlamlarak 2" iizerinde

D" ve D topolojileri tanimland1. Bilinen Vietoris topolojileri ile karsilastirilarak D™ <V™ ve

D™ <V~ oldugu goriildii. Daha sonra F': X — Y ¢ogul-degerli fonksiyonu igin a-D-ii.y.s. ve a-D-
a.y.s. olmasi tanimlar1 verildi ve denk kosullar1 veren teoremler ifade ve ispat edildi. Bu siirekliliklerin
daha zayif tipleri olan w-D-ii.y.s., w-D-a.y.s. tanimlar1 ¢ogul-degerli fonksiyonlarin bu tiir siireklilikleri

icin karakterizasyonlar verildi.

Anahtar Kelimeler: Cogul-degerli fonksiyonlar, D-Siireklilik.

On the Almost D-Continuity of Multifunctions

Abstract: In this paper, we study upper ( lower ) almost D-continuous of multifunctions and obtain some
characterizations and some basic properties of such a multifunction. Also we give some comparisions

with upper ( lower ) D-continuity and weakly upper ( lower ) D-continuty.
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1. Giris ve Bazi1 Tamimlar

Tek degerli fonksiyonlarin zayif siireklilikleri ile ilgili caligmalar 1922 yilinda
H.Blumberg ile basladi [1] 1966 yilinda T.Husain [2] ve 1968 de Singal and Singal

[3] tek degerli fonksiyonlarin almost siirekliliklerini tanimladilar ve calistilar. Bu
calismamiza Ornek olan tek degerli fonksiyonlarin siirekliligi 1922 yilinda J.K.Kohli
tarafindan tamimlandi [4]. Bu makale ii¢ bolimden olusmaktadir. Birinci bolimde
makalede gecen kavramlar ve onceki calismalar 6zetlenmektedir. Tkinci boliimde bir

topolojik uzay iizerindeki F, ve G, kiimelerden yararlanilarak 2" iizerinde D* ve D"

topolojileri tanimlandi. Bilinen Vietoris topolojileri ile karsilastirilarak D™ <V" ve
D™ <V oldugu gorildii. Daha sonra F': X — Y cogul-degerli fonksiyonu i¢in D-ii.y.s.
ve D-a.y.s. olmasi tanimlart verildi. Cogul-degerli fonksiyonlarin bu tiir stireklilikleri
icin karakterizasyonlar arastirildi. Son olarak bu makalede gegen siireklilik tiirleri
arasindaki iligkiler incelendi.

X, Y topolojik uzaylar ve F, X ’den Y ’ye bir ¢ogul-degerli fonksiyon,

AcX, BcYolsun.  F(4)=U{F(x)xed|, F B)={F(x)nB=2},
F#(A):{y|F’(y)<;A} ve F*(B)z{x|F(x)<;B} kiimelerine sirasiyla A’nin F

altindaki biiyiik goriintiisii, B 'nin F altindaki biiyiik ters goriintiisii 4 'nin F° altindaki
kiigiik goriintiisti, B 'nin F altindaki kiigiik ters goriintiisii denir (Ponomarev, 1964 [5]

). X, Y topolojik uzaylar ve F', X ’den Y ’ye bir ¢ogul-degerli fonksiyon olsun. Her
B c Y kapali alt kiimesi i¢cin F~(B), X ’in kapali alt kiimesi oluyorsa F ’ye iistten yar1
stireklidir veya kisaca ii.y.s. dir denir, her 4 c Y acik alt kiimesi i¢in F(4), X ’in

acik alt kiimesi oluyorsa F ’ye alttan yari siireklidir veya kisaca a.y.s. dir denir, F
cogul-degerli fonksiyonu ii.y.s. ve a.y.s. ise F ’ye siireklidir denir.(Long and
Herrington, 1975 [6] ) X, Y topolojik uzaylar ve F:X — 7Y bir ¢ogul-degerli
fonksiyon olsun. G(F), F’nin grafigi olmak iizere her bir (x,y)e X xY —-G(F)

icin (UxV)NG(F)=9 [(Ux?)mG(F)=®] olacak sekilde X icinde x

noktasinin bir U, Y i¢inde y noktasinin bir V' komsulugu varsa F’ye

grafigi kapalidir (kuvvetli kapalidir) denir.



(Y,t) bir topolojik uzay olsun. Y kiimesi lizerindeki t topolojisinden
yararlanilarak 2" kiimesi iizerinde g¢esitli topolojiler tanimlanabilir.

Bunlardan ikisini sdyle tanimlayacagiz. Get olmak iizere (G)z{ACY|
AmG;«t@} ve <G>={ACY|ACG} kiime ailelerini tanimlayalim. 2" kiimesi
lizerinde {(G)|Ger} ailesini taban kabul eden topolojiye alt Vietoris
topoloji, {(G>|Ger} ailesini alt taban kabul eden topolojiye iist Vietoris

topoloji denir. Bu topolojiler sirasiyla ¥V~ ve V' ile gosterilir. Ayrica 2"
tizerinde V=V vV topolojisine de Vietoris topoloji denir (Michael, 1951
[7]). X, Y topolojik uzaylar ve F:X — Y c¢ogul-degerli bir fonksiyon olsun. F
fonksiyonunun a.y.s.(li.y.s., siirekli) olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

X ’den 2Y—{®}’ye tanimli olan ve F’ye karsilik gelen f tek-degerli

fonksiyonunun V" (V",V) topolojisine gore siirekli olmasidir [8].

(X,t) bir topolojik uzay olsun. Bir Ac X i¢in 4 nin her acik
Ortlistiniin kapaniglart 4’y1 orten bir sonlu altortlisii varsa, 4’ya quasi H-
kapalidir denir. Eger X uzayinin kendisi quasi H-kapal1 ise uzaya quasi H-
kapalidir denir. Eger X uzayir hem quasi H-kapali hem de Hausdorff ise
uzaya H-kapalidir denir [9]. X uzayinin biitiin kapali alt kiimeleri quasi H-
kapali ise uzaya C-kompakt uzay denir [10]. X wuzayinda her xeX
noktasinin quasi H-kapali olan bir U ag¢ik komsulugu varsa uzaya yerel H-

kapal1 uzay denir. Bir X uzayinda her farkli x,y noktalar1 i¢in xeU, yelV

ve UNV =0 olacak bigimde U ve V acik kiimeleri varsa X uzayina

Uryshon uzay denir (Singal and Arya, 1969 [11]). (X,t) bir topolojik uzay

ve Ac X olsun. Eger ;l:A (A:j) ise A’ya regiiler kapal1 (regiiler agik)
kiime denir. Her bir xe X ve x noktasini bulundurmayan her bir 4 regiler
kapali kiimesi icin xeU, AcV ve UnV =0 olacak sekilde U, V agik
kiimeleri varsa (X,t)’ya hemen hemen regiiler (almost regiiler) uzay denir

[11] (Dorsett, 1982 [10]). Her bir xe X ve x noktasini bulundurmayan her
bir 4 yar1 kapali kiimesi i¢cin xeU, AcV ve UnNV =0 olacak sekilde U,



V' yart agik kiimeleri varsa (X,t)’ya yar1 regiiler (semiregular) uzay denir.

2. 2" Uzerinde D', D™ Topolojileri

Bu béliimde bir topolojik uzaydaki F, ve G;-kiimelerinden
yararlanarak 2" iizerinde iki yeni topoloji tanimlayacagiz. Oncelikle F, -
kiime ve Gy -kiime tanimlarin1 verelim.
Tanimm 2.1: (Eisenberg, 1974 [12]) (A) (X,t) bir topolojik uzay ve 4 X olsun.

Eger A kiimesi sayilabilir tane kapali kiimenin birlesimine esit ise 4 ’ya X ’de bir F, -

kiime denir. Sembolik olarak 4= UF;, , F et® ise A bir F,-kiimedir. (B) (X,t) bir

n=1

topolojik uzay ve 4 < X olsun. Eger A4 kiimesi sayilabilir tane acik kiimenin kesimi

olarak yazilabiliyor ise 4’ya X ’de bir G;-kiime denir. Sembolik olarak A = ﬂUn ,

n=1

U, et ise A4 bir G -kiimedir.
Onerme 2.1: (Y,7) bir topolojik uzay olmak iizere B, = {2Y\(V)‘V, kapali G;-
kiime} ve B,={2"\<V >‘ V, kapali Gj-kiime}U{Q} aileleri sirasiyla 2"
tizerinde farkli iki topoloji i¢in taban ve alt taban olurlar.
Ispat: (i) V=@ bir kapal G, -kiimedir ve (V)=@ olacagindan 2"\(V) =
2" e B, olur.

(i)2"-(7). 2"\(0H)eB, olsun. [2"\)[n[2\0H)]= 2\ UP,) ve
(V,uV,) kapali G,-kiime olacagindan f,, 2" iizerinde bir topoloji igin taban

olur.

B, ’nin de alt taban olusu benzer bicimde gosterilir.

Onermedeki B, ve B, ailelerinin taban ve alt taban oldugu topolojileri
sirastyla D ve D™ ile gosterelim.
Onerme 2.3: (X,7) bir topolojik uzay olmak iizere 2’ iizerindeki D', D™,

V'™ ve V' topolojileri arasinda asagidaki iliskiler vardir.

a) D" <V~



b) D" <V~
Ispat:(a) 2" —(V) e B, olsun. Burada V kapali G,-kiimedir. 2" —=(})= <Y\V >
oldugundan ve Y\V c Y agik bir kiilme oldugundan <Y\V > €V olur. O halde
D" <V™ dir.

(b) Benzer bicimde 2" =<V >=(Y\V) oldugundan D~ <V~ dir.
Tanim 2.4:[14] F:X —>Y bir ¢ogul-degerli fonksiyon ve x,e€X olsun.
F(x)nV =4 olan bir Y\V a¢ik F, -kimesi i¢in xeU, = F(x)nV =0
gerektirmesini saglayan en az bir U, c X agik kiimesi varsa, F’ye x,€X

noktasinda D-iistten yar1 siirekli veya kisaca D-ii.y.s. denir.

Teorem 2.5: F:X —>Y c¢ogul-degerli fonksiyonunun x,e X ’de D-ii.y.s.
olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul F’ye karsi gelen her xe X igin
f(x)=F(x) biciminde tanimli f:X — (2",D") tek degerli f fonksiyonunun
x, € X ’de siirekli olmasidir.

ispat (=): V, kapali G,-kiime, f(x,)e2"\(V) olsun. f(x,)e<Y\V> ve
f(x,))cY\V olur. O halde f(x,)=F(x,) oldugundan F(x,)nV = olur. Y\V
ag¢ik F -kiime ve F, D-ii.y.s. oldugundan x,’1 bulunduran bir U _c X a¢ik
kimesi xeU, = F(x)nV =4 olacak sekilde vardir. Bu durumda
xeU, = f(x)gV yani f(x)e2"\(¥) olur. Béylece f:X —>(2",D")
fonksiyonu x, € X de siirekli olur.

(<): f, x,’da stirekli olsun. F(x,)NV =< olan Y\V a¢ik F, -kiimesi
alalim. F(x,)cY\V = F(x,)e<Y\V >= F(x,) 2" \(V)olur. f(x)=F(x)
oldugundan f(x,)e2"\(¥) olur. f, x,’da siirekli oldugundan en az bir
U,<cX acgik kiimesi vardir dyle ki erxU:>f(x)e2Y\(V) dir. Buradan
F(x)e<Y\V > ise F(x)cY\V ve F(x)nV = olur. Her xeU,_ i¢in elde

edilir. Boylece F, D-ii.y.s olur.
Onerme 2.6: Y, bir C-kompakt, regiiler ve Hausdorff uzay olsun. F: X »7Y
kuvvetli kapali grafikli bir cogul-degerli fonksiyon ise F', D-i.y.s. dir.



Ispat : Kabul edelim ki G(F) kuvvetli kapali olsun. K cY tiimleyeni agik
F -kime ve x¢F (K) olsun. Fx)NnK=C tur. Her yeK i¢in

(x,y) ¢ G(F)’tir. G(F) kuvvetli kapali oldugundan xeU, (x), yeV, agik
kiimeleri vardir oyle ki F(Uy(x))mZ:Q tur. {Vy‘yeK} ailesi K’nin bir

agik Ortiistinii olusturur. K tiimleyeni agik £ -kiime oldugundan kapalidir ve

uzay C-kompakt oldugundan K quasi H-kapali kiimedir. y,, »,,..., y, €K

noktalart vardir dyle ki KCUZ dir. Her i i¢in v, “ye karsi gelen U (x)’ler

i=1

icin U:ﬂUy,(x) olsun. xeU ve UcX agiktir. Ayrica her 1 ig¢in
i=1 l
FU,(x)"V, =@ oldugun- dan FU)NV, =@ ve FU)N|JV, =0 tur.
i=1

Kc|Jv, oldugundan F(FU)NF (K)=@ dir ve UcF (FU))
i=l1

oldugundan UnF (K)= & tur. Sonug¢ olarak xeUc X-F (K) olur.

Buradan X —-F (K) a¢ik ve F (K) kapalidir. Boylece F, X ’de D-ii.y.s.

olur.
Tanim 2.7:[13] X, Y topolojik uzaylar, F:X —>Y bir cogul degerli

fonksiyon ve x,e€ X olsun. F(x,))NnV #& ve Y-V kapali G;-kiime olan bir
V. kimesi i¢in xeU, = F(x)nV #Q gerektirmesini saglayan en az bir
U, <X agik kiimesi varsa F’ye x,€X noktasinda D-alttan yari siirekli

veya kisaca D-a.y.s. denir.
Onerme 2.8: X, Y topolojik uzaylar, F: X - Y bir ¢ogul degerli fonksiyon

olsun. F’nin x,€ X ’de D-a.y.s. olmas: i¢in gerekli ve yeterli kosul F’ye
kars1 gelen f:X —(2",D") tek-degerli fonksiyonu- nun x,e X ’de siirekli

olmasidir.

Ispat: Teorem 2.5. e benzer olarak yapilir.



3. Cogul Degerli Fonksiyonlarin Almost D-Ustten ve Alttan Siirekliligi

Tanim 3.1: (Kohli, 1992 [4]) (X,t) bir topolojik uzay ve B, (X,t) topolojik
uzayinin biitiin agik F, alt kiimelerinin ailesini gostersin. Iki agik F, -
kiimenin kesisimi bir agik F, -kiime oldugundan P ailesi X tiizerinde bir t”

topolojisi i¢in bir taban olur. Agik¢a 1“1t olur. Ozellikle (X,t) kompakt,
sayilabilir kompakt, lindelof, baglantili veya ayrilabilir ise bu durumda
(X,t7)’da oyledir. Ek olarak eger X ’deki her bir tek nokta kiimesi bir G; -
kiime ise bu durumda (X,t) T;-uzay oldugunda (X,t")’da Ti-uzaydir.

Tanim 3.2 :(Heldermann, 1981 [14]) (X,t) bir topolojik uzay ve xe X
olsun. x’i iceren her bir U agi1g1 i¢cin xeV c U olacak sekilde X ’in bir V

agik F -alt kiimesi varsa (X,t) uzayina D-regiiler uzay denir.

Tanim 3.3: F: X —>7Y ¢ogul-degerli fonksiyon olsun. F(x,)NV = olan her

V- kapali G;-kimesi i¢in xeU, = F(x)nV =4 gerektirmesini saglayan
x, i bir U, a¢ik komsulugu varsa F x,’da almost D-iistten yar1 streklidir

denir ve bu durum kisaca almost D-ii.y.s. biciminde ifade edilir.

Onerme 3.4: F:X —7Y ¢ogul-degerli fonksiyonu x, noktasinda almost D-
ii.y.s. olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul f:X —(2",D"), f(x)=F(x) tek
degerli fonksiyonunun almost siirekli olmasidir.

Ispat (=): F, x, noktasinda almost D-ii.y.s. olsun. G kapali bir G, -kiime
olmak iizere f(x,)e2"\(G) alalim. Bu durumda f(x,)e<Y\G> olur.
Buradan f(x,)=F(x,)cY\G elde edilir. Y\G a¢ik F -kiime ve F, almost D-

G.y.s. oldugundan x,’in 6yle bir U, acik komsulugu vardir ki

o o

xeU = F(x)cY-G gerektirmesi saglanir. Buradan f(x)=F(x)e <Y-G>

0

ve f(x)e(2y—(G)] dir. Dolayisiyla f(UXO)c[2Y—(G)J ve boylece f, x,’da

0

almost sureklidir.



(&):F(xy)cV, V acik F, -kiime olsun. Bu durumda

fx)=F(x)eV) = f(x)e2"\(V). f, x,’da siirekli oldugundan x,’1

4

bulunduran bir U, ag¢ik kiimesi vardir 6yle ki f(UxO)CZY\(V). Buradan

0

xeU, = F(x)e2"\(V) olur. Béylece xeU, = F(x)g (V) = F(x)c<YWV >.

Teorem 3.5: X bir topolojik uzay, Y semiregiiler uzay, F:X —7Y ¢ogul-
degerli fonksiyon olsun. Bu durumda asagidakiler esdegerdir.

a) F', x,’da almost D-ii.y.s.dir.
0 0
b) F(x,)cV olan her V' acik F, -kiimesi i¢in x, € {F%V)} dir.

¢) F(x,) <V olan her regiiler acik F, -kiimesi i¢in x, € [F+(V)]0 dir.

d) F(x)) =V olan her regiiler agik F,-kiimesi i¢in xeU, = F(x,)cV
gerektirmesini saglayan x,’in bir U a¢ik komsulugu vardir.

e) x,’a yakinsayan her (a,),, <X ag1 ve F(x,)cV olan her V
regiiler acik F -kiimesi i¢in A =X, iken F(a,)cVolan en az bir A €A

vardir.

Ispat : (a)=(b): F, x,’da hemen her yerde D-ii.y.s. olsun. F(x,)c¥ olan

bir V' agik Fo-kiimesini alalim. Tanmim 3.1.5.°den x,’in bir ag¢ik U,

0

komsulugu vardir dyle ki xeU, = F(x) vV saglanir. Bu durumda F*’nin

0

0 0
tanimindan XEan:XEF+(VJ elde edilir ki bu da xoe[FJ'(V)} olmas1

demektir.

(b)=(c): V', F(x,) <V olan bir regiiler agik F -kiime olsun. V' regiiler
acik oldugundan V=V dir. O halde (b)’de bunu yerine yazarsak
o 0
%, e[F*(V)} =[F* )| elde edilir.

(¢)=(d): V, F(x,)cV olan bir regiiler acik F,-kiime olsun. (c)’den



X, € [F+ (V)}0 dir. U, = [F+(V)]0 dersek xeU, = xeF"(V) olur. Buradan
xeU, = F(x)cV olur.

(d)=(a): F(x,)cV olan acik F_-kiime V olsun. V', a¢ik F -kiime ve
1% kapali oldugundan vV da acik F -kiimedir. Buradan F(xo)cl7 olur.
(d)’den xeU,_ :>F(x)c? gerektirmesini saglayan x,’in bir acik U

komgulugu vardir. V =V oldugundan da F', x,’da hemen her yerde D-ii.y.s.

olur.

(d)=(e): (a,),., <X, x,’a yakinsayan bir ag olsun. V', F(x,)cV olan
bir regiler acik F,-kiime olsun. (d)’den x,’in xeU = F(x)cV

gerektirmesini saglayan bir U, komsulugu vardir. (c)<>(d) oldugundan
U, :[F*(V)]O alinabilir. (a,)—>x, €U, oldugundan en az bir A, €A vardir

oyle ki her A>=2, i¢in q, € [F*(V)]O c F'(V) oldugundan a, e F*(V) ve
F(a,)cV elde edilir. Boylece A >4, icin F(a,)cV olur.

(e)=(d): Kabul edelim ki (d) dogru olmasin. G regiiler agik F, -
kiimesi i¢in, x,’1 bulunduran her U c X a¢ik kiimesinde oyle ki a, eU vardir
ki F(a,)zG olur. 3 ={UCX|X0 ereUagzk} ve Q={(au,U)| Ueld, ve
F(a,)« V} olsun. “(a,,U)<(a ,U)< U <U” kosulu ile Q’yi yonlendirelim.
D: ()X, d)[(au,U):Izau X iizerinde x,’a yakinsayan bir agdir. Ancak

her biitiin (a,,U)eQ’ler i¢in F(a,)zV olur. Bu ise hipotezle ¢elisir. O halde

(d) dogrudur.
Teorem 3.6., Teorem 3.7., Teorem 3.8. ve Teorem 3.9.°in ispati

Teorem 3.5.”in ispatina benzer oldugundan yapilmayacaktir.

Teorem 3.6: X bir topolojik uzay, Y semiregiiler uzay ve F:X —>Y bir

cogul-degerli fonksiyon olsun. Bu durumda asagidakiler esdegerdir.

a) F, almost D-ii.y.s. dir.



0
0
b) V' cY agik F, -kiimesi igin F*(V)c{F* (Vﬂ dir.

¢) VY regiler agik F, -kiimesi i¢in F* (V) agiktur.

0

d) VY agik F, -kiimesi igin F~ (Vj aciktir.

e) H cY kapali G;-kiimesi i¢in {F_([;)}CF_(H)’dII‘.

f) H cY regiiler kapal1 G;-kiimesi i¢in F~ (/) kapalidir.

Teorem 3.7: X bir topolojik uzay, ¥ semiregiiler uzay, F: X — Y bir cogul-
degerli fonksiyon olsun. Asagidakiler denktirler.

a) F', x,’da almost D-ii.y.s.dir.
0 0
b) F(x,)cV olan her agik kiime i¢in x, € {FTV)} dir.

¢) F(x,)cV olan her regiiler agik kiime i¢in x, € [F*(V)]O dir.

d) F(x))cV olan her regiler agik kime i¢in xeU, = F(x)cV
gerektirmesini saglayan agik bir U, komsulugu vardir.

e) x,’a yakinsayan her (aq,), ,, © X ag1 ve F(x,)cV olan her regiiler

agik V' kiimesi i¢in A >A, iken F(a,)cV olacak sekilde en az bir A €A

vardir.
Teorem 3.8: X herhangi bir topolojik uzay, Y semiregiiler uzay, F: X —>7Y
bir ¢cogul-degerli fonksiyon olsun. Bu durumda asagidakiler esdegerdir.

a) F, almost D-ii.y.s. dir.
0 0
b) Her V <Y acik kiimesi i¢in F+(V)C|:F+ (Vﬂ dir.

¢) Her V Y regiiler ag¢ik kiimesi i¢cin F* (V) agiktir.

o

d) Her V <Y acik kiimesi i¢in F* [V} aciktir.

10



o

e) Her V' Y kapali kiimesi i¢in {F (Vﬂc F~(V) dir.

f) Y ’nin regiiler kapali her V' alt kiimesi i¢cin F~ (V) kapalidir.

Teorem 3.9: X herhangi bir topolojik uzay, Y semiregiiler uzay olsun.
F:X —>Y bir ¢ogul-degerli fonksiyon olsun. Bu durumda asagidakiler
esdegerdir.

a) F, almost D-l.y.s.’dir.

0
o
b) Her V' <Y a¢ik kiimesi i¢in F' (V) c {F* (Vﬂ dir.

¢) Her V Y regiiler a¢ik kiimesi i¢in F' (V)< X agiktir.

d) F(x))cV olan her V<Y agik kiimesi i¢in x,’in xeU, = F(x) c#
gerektirmesini saglayan bir U, a¢ik komsulugu vardir.

e) x,’a yakinsayan her (a,),., <X ag1 ve F(x,)cV olan her regiiler
agik V' kiimesi i¢cin A=A, i¢in F(a,)cV olacak sekilde en az bir A €A

vardir.

11



4.Cogul-Degerli Fonksiyonlarin Almost D-Alttan Yar: Siireklilikleri

Bu bolimde ¢ogul-degerli fonksiyonlarin almost D-a.y.s. olmasi1
tanimlanarak bu siireklilige denk kosullar verildi.

Tanim 4.1: F:X —>Y bir ¢ogul-degerli fonksiyon, F(x,)NnV =0 ile

timleyeni kapali G;-kiime olan her V' kimesi i¢in xeU, = F(x)mli/;tQ
gerektirmesini saglayan bir U _c X acik kimesi varsa F’ye x,€X’de
almost D-alttan yar: siireklidir denir ve bu durum kisaca F' x,’da almost D-
a.y.s. biciminde ifade edilir.

Teorem 4.2: F:X =Y cogul-degerli fonksiyonunun x, € X ’de almost D-
a.y.s. olmasi icin gerekli ve yeterli kosul f:X —(2",D7) her xeX igin
f(x)=F(x) biciminde taniml1 f, tek-degerli fonksiyonunun almost siirekli
olmasidir.

Ispat (=): F:X —7Y bir gogul-degerli fonksiyonu x, € X *de almost D-a.y.s.
olsun. x,eX i¢in f(x)e2'-<G>eB, alalim. 2'-<G>=(Y-G) ve
F(x,)= f(x,) oldugundan F(x,)e (Y -G)’dir. Buradan F(x,)n (Y-G)#OD ve

Y-(Y-G)=G kapali Gj-kiimedir. F, x,’da almost D-a.y.s. oldugundan

0

x,)in xelU, = F(x)NY-G# gerektirmesini sagla- yan agik bir U

Xo

_0 0 0 o
komsulugu vardir. (Y-G)=(Y-G)=2"-<G> ve f(x)=F(x)e2'-<G>

oldugundan xeU,_ :f(x)em olur. O halde f, x,’da almost
stireklidir.

(<): f: X —>2",D) tek-degerli fonksiyonu x,’da almost siirekli,
Fx)nV=+<2 ve Y-V, kapali G;-kiime olsun. Buradan f(x))=F(x,)e

(V)=2"-<Y-V>eB, olur. f, x,’da almost siirekli oldugundan x,’in

4

xelU, = f(x)e 2"~ <Y~V > gerektirmesini saglayan acik bir U, komsulugu

12
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o 9
vardir. Buradan erJVO:f(x):F(x)e(Vj, Fx)ynV 0 olur. F, x,’da

almost D-a.y.s. dir.

Asagidaki Teorem 4. 3., Teorem 4. 4., Teorem 4. 5., Teorem 4. 6. ve
Teorem 4. 7.°nin ispatlar1 Teorem 3. 7’nin ispatina benzer oldugundan
yapilmayacaktir.

Teorem 4.3: X herhangi bir topolojik uzay, Y semiregiiler uzay, F: X -7
bir cogul-degerli fonksiyon olsun. Bu durumda asagidakiler esdegerdir.

a) F, almost D-a.y.s.’dir.
b) F.-agik her ¥ Y kiimesi igin F(V)C[F(V)} dir.

¢) F -acgik her V Y regiiler acik kiimesi i¢in F (V)< X agiktir.

0

d) F -acik her V' <Y kiimesi i¢in F~ (Vj c X acgiktir.

e) G;-kapali her H cY kiimesi i¢in [F*(Iil)}cF%H) olur.

f) H, kapali G,, regiiler kapali kiime ise F"(H)c X kapalidir.
Teorem 4.4: X, herhangi bir topolojik uzay, Y D-regiiler ve semiregiiler
uzay ve F:X — Y bir ¢ogul-degerli fonksiyon olsun. Asagidakiler esdegerdir

a) F, almost D-a.y.s. dir.

0

b) Her VV Y acik kiimesi i¢in F‘(V] c X aciktir.

¢) Her V' Y regiiler acik kiimesi i¢in F~ (V) c X aciktir.

0

d) F -acik her V' <Y acgik kiimesi i¢in F~ (Vj c X aciktir.

e) Her H c Y kapal1 kiimesi i¢in {F*(Iil)} c F*(H) olur.

f) Her H Y regiiler kapali kiimesi i¢in F"(H)c X kapalidir.

Teorem 4.5: X, herhangi bir topolojik uzay, Y semiregiiler uzay ve

F:X —>Y bir ¢ogul-degerli fonksiyon olsun. Bu durumda asagidakiler

13



esdegerdir.
a) F', x,’da almost D-a.y.s. dir.

0 0
b) F(x,)NV # olan F_-acik her V' kiimesi i¢in x, €|:F_(V)} dir.

¢) F(x)nV# olan F, -agik her regiiler V' ac¢ik kiimesi i¢in x, €
0 ..

[F ] dir.
d) F(x,)nV #O olan ag¢ik F, her regiiler acik V' kiimesi i¢in x,’1n

xeU, = F(x)NV#< gerektirmesini saglayan bir U

Xo

acitk komsulugu

vardir.

e) x,’a yakinsak olan her (ay)rca ag1 ve F(x,)NV #O olan agik F, her
regiiler acik V' kiimesi i¢cin A 24, iken F(a, )NV #O olacak sekilde en az bir
A, €A vardir.

Teorem 4.6: X, herhangi bir topolojik uzay, Y semiregiiler uzay, F: X -7
¢ogul-degerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda asagidakiler esdegerdir.

a) I, x,’da almost D-a.y.s.dir.
0 0
b) F(x,) NV #< olan her V' <Y acik kiimesi i¢in x, €|:F(V):| dir.

¢) F(x,)NV # olan her V' cY regiiler agik kiimesi igin x, e[F’(V)]O
dir.

d) F(x,))nV =& olan her VcY regiiler acik kiimesi icin x,’1n
xeU, = F(x)NV#< gerektirmesini saglayan bir U, a¢ik komsulugu
vardir.

e) x,’a yakinsak olan her (a,),_, ag1 ve F(x,)nV #J olan her V' cY
regiiler acik kiimesi icin en az bir A,€A vardir dyle ki her A >}, icin
F(a,)nV #< olur.

Teorem 4.7: F:X — Y cogul-degerli fonksiyonu D-a.y.s. ise almost D-a.y.s.
dir.
Ispat: F, D-a.y.s. olsun. Bir xe X igin F(x,)"V #@ olan bir V agik F,-

14



kiimesini alalim. F D-a.y.s. oldugundan zeU, iken F(z)nV # olan X

icinde x’i bulunduran bir U_ a¢ik kiimesi vardir. V' ag¢ik ve her ze U, i¢in

F(z)nV #< oldugundan oyle ki F(z)mIL/;t@ olur. Bu F’nin xe X ’de
almost D-a.y.s. olmasini verir. xe X keyfi oldugun-dan F, X iizerinde
almost D-a.y.s. olur.

Teorem 4.8: F: X —Y c¢ogul-degerli fonksiyonu D-ii.y.s. ise almost D-1i.y.s.
dir.

Ispat : F D-ii.y.s. olsun. Bir xeX i¢in F(x)cV olan bir ¥V acik F,-

kiimesini alalim. F D-a.y.s. oldugundan zeU, iken F(z)cV olan X ig¢inde

x’1 bulunduran bir U_ a¢ik kiimesi vardir. V' acik ve her zeU_ i¢in F(z)cV

oldugundan oyle ki F(z)cﬁ olur. Bu F’nin xe X ’de almost D-ii.y.s.
olmasini verir. x€ X keyfi oldugundan F, X iizerinde almost D-ii.y.s. olur.
Sonu¢ 4.9: Y, C-kompakt ve Hausdorff uzay olsun. Eger F:X —>Y
fonksiyonu kuvvetli kapali grafikli ise F', almost D-ii.y.s.dir.

Ispat : F, kuvvetli kapali grafikli oldugundan Onerme 2.6’dan F, D-
ii.y.s.dir. Teorem 4.8. den de F, almost D-ii.y.s.dir.

Teorem 4.10: Y, C-kompakt, Hausdorff ve kapal1 kiimeleri G;-kiime olan

uzay ve F:X —Y cogul-degerli fonksiyonu nokta kompakt ise asagidakiler
esdegerdir.

a) F, almost D-ii.y.s.dir.

b) G(F), kuvvetli kapalidir.

¢) F, D-i.y.s.dir.
Teorem 4.11: Y, regiiler ve kapali kiimeleri G;-kiimelerden olusan uzay
olsun. Bu durumda F:X —» 7Y c¢ogul-degerli fonksiyonu almost D-a.y.s.dir.<<
F, a.y.s.dir.
Ispat (=): F, bir x, € X ’de almost D-a.y.s. olsun. V', F(x,)nV #< olan bir
a¢ik kiime olsun. ye F(x,)nV alalim. Bu durumda ye F(x,) ve yeV dir. ¥,

regiiler uzay oldugundan ychEcV olan bir acik GcY kiimesi vardir.

Dolayisiyla ye F(x,)NG# & dir. Y -G, kapali G;-kiime ve F', x,’da almost
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D-a.y.s. oldugundan x,’mn xeU, = F(xo)ma;t@ gerektirmesini saglayan

0

bir agtk U, < X komsulugu vardir. Buradan GV oldugundan xeU, iken

F(x)nV #@ olur. Dolayisiyla F', x,’da a.y.s.dir. x,e X keyfi oldugundan
F, X lizerin- de a.y.s. olur.

(<): F, a.y.s. oldugundan V V cY acigi i¢in F (V)c X aciktir. V',
a¢ik F -kiime oldugunda F~(V)’de acik olur. O halde F, D-a.y.s. dir.

Dolayisiyla Teorem 4.7’den F, almost D-a.y.s. dir.
Teorem 4.12: X, herhangi bir topolojik uzay, Y, regiiler ve kapali alt

kiimeleri G;-kiime olan uzay olsun. F: X - Y nokta parakompakt bir ¢ogul-
degerli fonksiyon olsun. Bu durumda F almost D-ii.y.s. dir < F {i.y.s. dir.

Ispat (=): F, herhangi bir x, ¢ X *de almost D-ii.y.s. ve V', F(x,)< V olan
bir acik kiime olsun. ye F(x,) i¢in {y}c V' dir. Y regiiler uzay oldugundan

yeGycG_ch olan en az bir G,cY agik kimesi vardir. Buradan

F(x,)c U G, c U G_ch olur. F(x,) parakompakt oldu- gundan,

YEF (x9) YeF(x)

SZ{Gy‘yeF(xo)} ortlistiniin F(x,)’1 orten yerel sonlu bir y ={Ty‘yeF(x0)}

inceligi vardir. Buradan U T,=T dersek F(x,)c TcTc U G_ch

yeF(x) yeF (xp)

olur. Y-T, kapali ve dolayisiyla kapali G;-kiimedir. F, almost D-ii.y.s.

o

oldugundan x,’1n erxO:F(x)cfcf cV gerektirmesini saglayan bir
U, <X agik komsulugu vardir. O halde F, x,’da t.y.s.dir. x,eX keyfi

oldugundan F, X {izerinde i.y.s. dir.

(<): F, U.y.s. oldugundan V V' Y kapalist i¢cin F~(V)c X kapalidir.
V', kapalt Gj-kiime oldugunda F~(V)’de kapali olur. O halde F, D-ii.y.s.

dir. Dolayisiyla Teorem 4.8’den F, almost D-ii.y.s. dir.
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5. Cogul Degerli Fonksiyonlarin Zayifca D-Ustten (Alttan) Yar
Siireklilikleri

Tanim S5.1: F: X - 7Y bir ¢ogul-degerli fonksiyon ve x, € X olsun.

a) F(x))cV olan V<Y agik kiimesi i¢in her xeU, iken F(x)c;
olacak sekilde en az bir U,cX a¢ik komsulugu varsa F’ye x,’da zayifca
listten yar1 siirekli denir.

b) F(x,)nV#< olan VcY acik kiimesi i¢in her xeU, iken

F(xo)ml7¢® olacak sekilde en az bir U, < X ag¢ik komsulugu varsa F’ye
x, da zayifca alttan yar1 siirekli denir.

¢) F(x,)NV =0 ile timleyeni kapali G;-kiime olan her V' kiimesi i¢in
xeU, icin F(x)c? gerektirmesini saglayan x,’in U, < X ag¢ik komsulugu
varsa F'’ye x,’da zayif¢a D-ii.y.s. denir.

d) F(x)nV O ile timleyeni kapali G;-kiime olan her V' kiimesi i¢in
xeU, icin F(x)NV #@ gerektirmesini saglayan x,)in U, <X agik
komsulugu varsa F’ye x,’da zayifca D-a.y.s. denir.

Onerme 5.2: F:X -7 bir cogul-degerli fonksiyon olsun.

a) F, D-ii.y.s. ise zayif¢a D-ii.y.s. dir.

b) F, almost D-ii.y.s. ise zayif¢a D-li.y.s. dir.

¢) F, D-a.y.s. ise zayifca D-a.y.s. dir.

d) F, almost D-a.y.s. ise zayif¢ca D-a.y.s. dir.
Ispat : Tanimlardan agiktir.
Tanim 5.3: (X,t) bir topolojik uzay olsun. 6 ct i¢cin ™0 €t oluyorsa bu
uzaya doymus uzay denir.
Onerme 5.4: X doymus uzay, Y regiiler ve Hausdorff uzay, F:X —Y bir
cogul-degerli fonksiyonu nokta kompakt olsun. F, D-ii.y.s. ise zayifca ii.y.s.
dir.
Ispat : F, D-ii.y.s, nokta kompakt ve herhangi bir x, € X alalim. F(x,)cV

(V' cY) acik kiime olsun. Y Hausdorff ve F(x,) kompakt ve F(x,)cV
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oldugundan F(XO)CWCWC; olan en az bir W kapali G; -kiimesi vardir.

Ayrica her yeW ig¢in Y, regiiler ve Hausdorff uzay oldugundan, en az bir

yeH, cY agik ve WcFy cY kapali kimeleri vardir dyle ki H NF, =9
tur. WCF; oldugundan, WnH = tur. Diger yandan ye H  a¢ig1 i¢in Y
regiiler oldugundan en az bir G, Y a¢ig1 vardir. Buradan yeG, CG_yCHy
olur ve G_y kapali G;-kiimedir. Buradan F(xO)CWCY—G_y timleyeni kapali
G; -kiimedir. F ,D-i.y.s. oldugundan x,’1n F(Uy)cY—G_y olan bir U c X

a¢tk komsulugu vardir. X uzayr doymus oldugundan U_ :ﬂUy denirse,

vl
U, acik ve F(UXO)CWCV olur. Boylece F, x,’da zayifca i.y.s. dir. x,e X
keyfi oldugundan F, X {lizerinde zayifca ii.y.s. dir.
Onerme 5.5: X ve Y uzaylan regiiler ve F, X’den Y’ye acik, kapali ve
tek nokta kapali doniisiim ise F, zayif¢ca D-ii.y.s. dir.

Ispat : Kabul edelim ki F, x, € X *de zayifca D-ii.y.s. olmasin. Bu durumda
F(x,)cV kosulunu saglayan ve kapali G;-kiime olan V' <Y kiimesi vardir,

x,’1 bulunduran her U agik kiimesi i¢in F(U)zV olur. Buradan her Uen,
icin F{U)N Y -V)#O dur. Ayrica F kapali doniisiim oldugundan F(E)CY
kapalidir. Boylece {F(E)m(Y—V)‘ UenxO} ailesi, Y-V ’nin kapali alt

kiimelerinden olusan ve igleri sonlu arakesit 6zelligine sahip olan bir ailedir.

ny _ 0
Gercekten en az bir noeN igin ﬂ[F(U,.)ﬂ(Y—V)] = olsaydi,

i=1
ny

ﬂ [F(Ui)]o N (Y - V) = olup ﬁ [F((Tl.)]0 <V olurdu. Buradan

0

ﬁ[F(a)] ={ﬁF(U_i)} cV ve {F(ﬁa)} cV ve {F(ﬁU_i)} cV elde ederiz.

0
U.’ler acik ve F acik donilisiim oldugun- dan F[ﬂUiJZ[F(ﬂU,.)} <V dir.
i=1 i=1
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Bu ise F’nin x, da zayif¢a D-ii.y.s. olmasini verir. Oyleyse kabuliimiiz ile

celiski dogar. Y uzay1 D-regiiler uzay oldugundan ﬂ F(E)ﬁ(Y—V)i@

Ueny,

olur. Bir yeY igin ye ﬂF(U)m(Y—V) dir. F(x,)cV oldugundan

Ueny,
yeF(x,) dir. Buradan F"(y)m{x0}=® ve x,¢F (y) olur. X uzayi regiiler
ve F(y) kapali oldugundan en az bir U,, U,c X acik kiimeleri x,eU,,
F (y)cU, ve U nNU,=Y olacak sekilde vardir. UlmF*(y):g olur. Sonug

olarak y¢ F(U,) olur ki ye ﬂ F(ﬁ)m(Y—V) olusu ile ¢elisir. Bu celiskiye

Uen,,
F, x,’da zayifca D-ii.y.s. olmasin demekle diistiik. O halde F, x,’da zayif¢a
D-ii.y.s. dir.

F:X—>Y c¢ogul-degerli bir fonksiyon olsun. Her xeX igin
f(x) =m ile F: X >Y bir yeni fonksiyon tanimlayalim.
Onerme 5.6: F:X —7Y zayif¢a D-ii.y.s. ise F:X>Y zayif¢a D-ii.y.s. dir.

Ispat : xeX ve F(x)cW oldugundan Y —-W timleyeni kapali G;-kiime
olsun. f(x):F(x)cW oldugundan, F(x)cW dir. F, zayif¢ca D-l.y.s.
oldugundan, bir xeU_ c X acik kiimesi vardir oyle ki F(U)CW dir.

Buradan F(U)CW ise WCW tir. F(U):UF(x)zumc m

xeU xeU

oldugundan F(U)CW tir ve boylece F', xe X ’de zayifga D-ii.y.s. dir.
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