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Ozet: L,[0,7] uzaymda — 5—:2 +q(x) operatériiniin Dirichlet spektrumu £¢;, £4,,+++, i, ,*++ olsun.

Ozel durum olarak g(x) =0 oldugunda 4, =n” dir. LM. Gelfand, B.M. Levitan [1] ve digerleri,

q(x) € C,[0, 7] igin
2 1 T -2
M, =n +—Iq(x)dx+0(n )
4 0

asimptotik formiilii ve oldugunda

2, 4q(m)+4(0)
Zn:[un =T

iz formiiliinii bulmuslardir. Bunlar ters (inverse) problemlerin ¢dziimii gibi birgok alanda uygulamasi olan

nr-1) 4

formiillerdir. Bu g¢alisjmada, yukarida ele alman problem noktasinda (—2—1-—]

X X

x = 0 singiileriteye sahip Sturm-Liouville operatorii i¢in ¢alisiimistir.

Anahtar Kelimeler: iz formiilii, spectrum.
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Trace formula For Sturm-Liouville Operator With Singularity

Abstract: Let z4,,44,, -+, 14, , - be the Dirichlet spectrum of the operator —jx—zz + ¢g(x) acting on

L,[0,7]. Inthe special case where q(X) =0, &, =n° In the LM. Gelfand, B.M. Levitan [1] and

others discovered the asymptotic formula
1 T
_ 2 -2
M, =n"+ —Iq(x)dx +0(n™")
T
0

and the trace formula

24 q(m)+q(0)
g‘,[un n*l=Tm

provided that J.q(x)dxzo, where g(x) € C,[0,7]. These are beatiful formulas with many
0

applications for example in solving inverse problems. In this work, the above mentioned problem has

o)

4) . : _0
5— +— | singularity at x = 0.

been studied for a Sturm-Liouville operator with (
X X

Keyword: Trace formula, spectrum.

I. Giris

Kuantum teorisinde Coulomb potansiyelli alanda elektronlarinin hareketlerinin
incelenmesi biiylik 6nem tasimaktadir. Bu tip problemlerin ¢6ziimii sadece Hidrojen
atomunun degil, bir valentli atoma sahip Sodyum ve benzeri atomlarinda spektrumunun
ve enerji seviyelerinin bulunmasimi saglar. Indirgenmis m kiitle li bir par¢acigin 3-

boyutlu uzayda V(r)=-Ze’/r potansiyelindeki hareketi igin radyal Schrddinger

denklemi,

2 2 12
i(rzd_Rj+2m2r gL 2 U 1171 R =0
dr dr h r 2mr

seklindedir. Burada 7 Planck sabiti, m pargacigin kiitlesidir. 4 enerjiye karsilik gelen

spektral parametre olmak iizere gerekli doniistimler yapildiginda,
. | 0=1) A
-y +{(x—z)+;+f1(>®}y =y

seklinde Strum-Liouville denklemi elde edilir. Bu tip singiiler diferansiyel ifadelerin

tanim kiimesinden olan fonksiyonlar i¢in y'(0) sonlu degeri mevcut degildir.
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W}[0,7] uzayinda

)= —y"+{w—§l)+4+q<x)}y (1)
X x
diferansiyel ifadesinin ve
»(0)=0 (1.2)
y'(m) = Hy(r) =0 (1.3)

smir kogullarinin {irettigi operatér L olsun. Burada q(x)eW;[0,7], ¢>1 tamsayi,
A, H gergel sayilardir. L operatdriiniin tanim kiimesi:
D(L) = {y(x): y(x) eW;’[0, 7], 1(y) € L, [0, 7],q(x) € W, [0, 7], (0) = 0,)'(x) - Hy(x) = 0}
L operatorinin  6zdegerleri ve oOzfonksiyonlar1 R.Kh. Amirov ve S. Giilyaz
calismasinda [3] verilmistir.

A:H — H bir lineer operatdr olsun. H bir Hilbert uzayidir. Hilbert uzay1

oldugu i¢in {e, } . ve

e,||,, =1 ortonormal sistemi secilebilir ve 4e, = 4,e, olur. Buna

n=1

gore,
o0 0 o0

waAen,en) = Z<inen,en> = Zﬂn<en,en> = len

n=l1 n=1 n=l1 n=1

Zﬂn < +o0 ise bu seriye A operatoriiniin izi denir ve tr(A4) = Zﬂn ile gosterilir.

n=1 n=1

L:L,[0,7] — L,[0,7], L,[0,7] Hilbert uzay1 oldugu icin {y,} , ortonormal

0

sistemi se¢ilebilir ve Ly, = A, y, olur. Buna gore,

2Ly = 2 va) = 22 (0 00) = D4,

n=1 n=1 n=1 n=1
seklindedir. Ancak bu seri yakinsak degildir. Dolayisiyla regiilerize edilmis izi

incelenecektir. u, ile g(x)=0 oldugu duruma karsilik gelen (1.1)-(1.3) probleminin

6zdegerlerini gostersin.

Tanmm 1.1: Z[/ln — u,] ifadesine (1.1)-(1.3) probleminin regiilerize edilmis izi denir.

n=1

2. L Operatoriiniin Regiilerize Izinin Hesaplanmasi
@(x, p) ile

[o(x, )= p’o(x,p), A= p’
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diferansiyel ifadesinin
¢(0,p)=0

kosulunu saglayan ¢dzlimii gosterilsin. Bu durumda ¢(x, p) igin

T
o(x, p) = %JV (px)+

+(-1)' %j& [, (o, ()= T, (pt)J], (px)(% T q(r)jco(r, p)dt

integral denklemi elde edilir.
R.Kh. Amirov ve S. Giilyaz c¢alismasinda [3], »’nin yeterince biiyiik

degerlerinde L operatoriiniin 6zdegerleri igin

0 Alnm+e2) a, A Wm+2) e

Py o w2 net2 8 (we )2 (n+t)2f

_ A In’(n+¢/2) . In*(n+¢/2) . In(n+0/2) (1
247 (n+0/2) T (n+0/2) T (n+0/2) +O( j

(2.1)

3
n

davranisina sahip oldugu gosterilmistir.

u,’ler ile

. [ee-1) 4
SN (2 N Pl

X X
denklemi ve (1.2)-(1.3) smir kosullar1 tarafindan iiretilen operatoriin 6zdegerleri
gosterilsin.

O halde p,’lerin (2.1) davranisindan goriildiigii gibi (ll - U, )+ (lz - /12)—1--‘-
serisi Jq(t)dt = 0 kosulu saglandiginda yakinsaktir.
0

v (x, p) fonksiyonu

o0 -1)

—w"(x,p>+{x—2+§+q(x>}w(x,p) = py(x.p)

denkleminin
w(0,0)=0
kosulunu saglayan ¢oziimii ve y(x,p) ise bu problemin g(x)=0 durumuna karsilik

gelen ¢oziimii olsun.

M.G. Gasimov ¢alismasinda [2]
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00 3 ’ _
S -] =—tim 2Ly (t//!(fr,p) Hw(n,p)j 22)
n=1 poie 2odp \yo(m,p)—Hy (7, p)

esitligi gosterilmistir. (1.1.)-(1.3) probleminin regiilerize izini hesaplamak ig¢in (2.2)
esitliginden yararlanilacaktir. (2.2) esitliginden yararlanmak i¢in v'(x, p)— Hy (7, p)
ve w,(z,p)—Hy,(x,p) ifadelerinin p — ico iken davranislart bilinmelidir. Bunun
icin y(x, p) ve y,(x,p) fonksiyonlarinin sagladig: integral denklemlerden yararlanilir.

O halde ¢ =2k +1 igin

v (x, p) = =iy pxe "2 J, (ipx) +
+(-1)' %NE [J,p0)T , (ipx)— T, (ipt)J, (z‘px)ff - q(r)}//(r, p)dt

oldugundan gerekli islemler yapildiginda y(x, p) fonksiyonu i¢in p — ico iken

v(x,p)= (_l)ke-m/z \/E{smhp A A cosh px In px +ﬂ sinh px N
7 2 p 4 p

+coshpx jq(t)dt+£(4+4N1'—N§+N§) smhpx[ (x)+q(0)]
2p |y 2 4

A sinh3px A cosh3 Av? cosh cosh , ,
e 2y 2 R () - 4'0)]-

4x p’ 8x*  p’ 4> p’ 8p’
sz COSh’Dxcosh2px+0( ! j}
2x° p P

elde edilir. Bu durumda w'(x, p) fonksiyonu i¢in o — ico iken
w'(x, p) = (=1)F e 72 \/?{pcoshpx+§sinh pxln px +%coshpx +
7

N sinh px| | cosh px

> Dq(f)dt+§(4+4Nl’—N§ +N;)}+
0

[g(x) - q(0)]+

+£coshpx+ﬁcosh3px_ A s1nhpx+ 34 smh3px+

2 px 4x Yo 4x*  p 8x> p’

Av? sinh px  sinh Av sinh pox
$ S I B g () - q(O)] X cosh 2,x
4x Yo, 8p
Av? cosh px . A cosh3px Av? coshpx cosh ”
-— 2'0 sinh 2 px — — 3’0 +— 3’0 + fxq (x)+
X P 4x yo, 2x P 8p
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A‘; C()Sh'oxcosh2px+0 !
X p’ P’

davranis1 bulunur.

v'(z,p)~Hy (7, p)=(-1)'e ’V”/Z\/7p coshpﬂ-i-éSmhpﬂlnpﬁJrﬂCOShP”+
7 2 p 4 p

M sinh pzr I sinh pzr AH costhﬂ In pr — AH7r sinh prr N A COSthﬂ' N
p P 2 p 4 p 2. p
cosh prr 34 cosh3pr ,coshpr A sinh3pr
+ SRR [q(m) - g(0)) 4 2 ST g SO L SRR
4p p p 87°  p
2 . .
N A v2 smh3p7r N sinh ,gm [ , (O)]— Av? smh pﬂ cosh2p —
4 yo, 8p
Av cosh prr sinh prr AH sinh3pr 1
g P2 sinh2p7 + H 2 [4() - 9(0)] - —3p+0(—4j}
T P’ 4p° p p

Burada M| = %Dq(t)dt + 3(4 +4N| - N} + N )} ve M' = §(4 +4N| — N} + N}) dir.
0
Benzer sekilde

o (7, p) = Hy,(r, p)=(-1)"e "V”/Z\/?p{coshpﬂ+ ;1 sinh p lnpﬂ+%COShp”+
7 p

Yo,
N AM' sinh pzr I sinh pr ~ AH COSthﬂ In prr — AHr sinh 2p;z N 4 COSthﬂ
4 p P 2 p 4 p 2 p

34 cosh3pr AM'H coshpr A sinh3pz  Av’ sinh pr
o 2 . Te 5 T 3

47z p 4 Yo, 8 yo, 4 Yo

2 2 .

4 v2 smh3p7z cosh2pr — Al; cosh3p7r sinh 277 _ AH sinh 3,07[ +0 LA‘

2 P Vd P 4 p P
elde edilir.

y'(z,p)—Hy (7, p)
vo(r,p)—Hy,(7,p)

=1+
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cosh prr

[g(7) - q(0)]+

4p°
+ .
cosh o + 24 Asinhpr,  Axcoshpr (AM ~ HJ sinh pzr  AH COSthﬂ' In prr
p 4 p 2 p

sinh pzr [ , ,
+ g (1) - q'(0)]+
8p
AHr sinh pr A coshpr 3A cosh3pnr AM'H coshpr A sinh3pn
a4 T T 2  Te s T
4 P 2r p 4z p 4 P 8 P
(2.3)
Qs <ﬂ)+q(0>]+0( 1 j
4 P’
2 : . 2 .
N A v2 smh3p7z _ AH sinh 33,07[ 4 1/2 smh3p7z cosh2p7r — Av?® cosh p;z sinh2p7 +0| - 1
4 P 4z p 2 Yo, r’ ol ol

ifadesi bulunur.
Simdi ise (2.2) esitliginin sag tarafindaki ifadede bulunan

111[ v'(m, p)— Hy(x,p) ]
wo(r,p)—Hy,(7,p)

fonksiyonunun p — ico iken davranisi aragtirilir. (2.3) ifadesinden yararlanarak;

ln( v'(7,p)~ Hy (7, p) J _ h{l B <p)j
vo (7, p) = Hy, (7, p) C(p)

J+ - [y 7 14+ g+ [g(m) - q(0)] -
p p
@ - O] )+ q0)]- Alnp”[q() 4(0)]-
&p 4
-2 Jgm)-q0))- (AM —H] L) -]+ 24— 1n pg(m) - 9]
Are [q(n)—q(m]{/lf —H)‘j . [q(n)—q<0)]+0(1“f j
p p

elde edilir. Burada,

B(p) = S g (m) g 0]+ Smh””[ (- q'O)]+
JHAsmhpr, (ﬂ>+q<0)]+0[ 1 ]
4 p'
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C,(p):=cosh pr + 1; sinh p

In pr+ Az cosh prr +[AM _Hj sinh pr  AHz sinh pz

P 4 p 4 p’
_AH COSthﬂ' In pr +i COSthﬂ' +ﬁ cosh fpzz _AMH COSh2p7Z' N A2 sinh ?3),071' N
2 P 2 p 4z p 4 P kY4 yo,

Av? cosh p7r

2 . 2 .
+Av smhpﬂ_AHsmh?;p;r_Av smh3p7r cosh2pr —

ar®  p’ 47z p 27 p ’

smh2p7z+0( ! J
o

dir. Dolayisiyla
iln[ v m.p)= Hy(x. ) J =" [g(m)- )]

-2p1

In pz[q() - q(0)]+

dp \y,(7,p)—Hy,(7,p) 2p
e , H me™"" 2 3
vy l4'(%) - q'(0)] o ]+ : ]
—(AM —Hj”e_z l() — g(0)] - 13[q<z)—q(0)]+0(1“f J

4 2p p p

bulunur. Buradan

_p_31 V/’(ﬁ’p)_Hl//(ﬂap) =£ 2 2pr _
2 dpln(‘//é(ﬂ,p)—Hl//o(”,p)j 4P [g() - q(0)]+

+%pe‘2p” In plg(e) = g(O)]- % pe g’ ()= 4'0)]-

2

pe"[q(x) +q(0)]+

Hr .. 3
- [g(7) + q(0)] =

AM' el lg(m)-q] (1
(4 Hj 5P () q(o)]+—4 +0(p4j

oldugundan jq(t)dt =0 kosulu saglandiginda
0

pd h{ v'(w.p) = Hy(z.p) J: 4(7) = 4(0)
wo(7,p)—Hy (7, p) 4

esitligi elde edilir. O halde

q(7)—q(0)
ZM —p =T

n=1

olur.

Simdi benzer islemler / = 2k +1 i¢in yapilirsa
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w(x, p) =iy pxe 2T (ipx) +

+

NN

j VxtlJ, Gipt)J_, (ipx) = T, (ipt)J, (ipx)(é + q(t)jt//(t, p)dt

oldugundan birinci boliimde kullanilan yontem uygulanarak w(x, p) fonksiyonu i¢in

p — i iken

l//(x,p) — _(_l)keiVﬂ/z\F Slnhp + 2 A cosh PX lnpx_ﬂSlnh you +
< 2 p 4  p

N cosh px [_ Iq(t)dt N AZZ\/I }_ sinh px [q(x) N q(O)] A)lc s1ni1)fpx

2p 4p°

0

A cosh3 Av? cosh px  cosh , ,
too2 3,0x+ 2 3,0 - fx[q (x)_Q(O)]_
8x Yol 4x Yo, 8p

sz C0Shpxc03h2px+0( ! ]}
x> p P’

elde edilir. Bu durumda w'(x, p) fonksiyonu i¢in o — ico iken

'(x, p) = —(=1)F e \/%{p cosh px + gsinhpxlnpx —%cosh X +

N sinh px —J.q(t)dt N AM +icoshpx _ cosh px [q(x) —q(O)]+
2 7 2 2x  p 4p
+ﬁcosh3px A sinh px N 34 sinh3px N Av? sinh px B
4x p 4x* p 8x>  p’ 4x*  p’
smhpx [ (9)—q (O)] Av? smhpx cosh 2 — Al; coshpx sinh 2 px —
X
A cosh3px Av?® cosh px _ cosh px 4"(x)+
4y ,03 253 p3 8p3
+A‘; C()Sh'oxcosh2px+0 !
X P’ P
davranis1 bulunur.
A cosh prr N

v'(z,p)— Hy(z, p) = ~(-) e \/Zp cosh pr + 2 SMOT AT
7 2 p 4 Yo,
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M) sinh p7r I sinh pr  AH COSthﬂ In prz + AHr sinh 2,07z N A costhﬁ B
p p 2 p 4 p 2r p
_ cosh ,;m[ (7)— q(O)] 34 coshijpﬂ HM! COSthﬂ N A2 sinh ij;z N
4p p p 87° p
Av® sinh pzr  sinh pz Av sinh p7
e R g (1)~ )= T T P cosh 2 pr -
4 yo, 8p
Av cosh prr sinh prr AH sinh3pr 1
g P2 sinh 2pr — H L [4(7r) - q(0)]- —3p+0(—4j}
T P’ 4p° p p
Burada M = AM
Benzer sekilde
o (7, p)—Hy (7, p) = (-1)'e "V”/Z\/?p{coshpﬂgsmhm In prr - AZ LSNP
s

o)

N AM' sinh p7r sinh pr  AH cosh pz AH7r sinh prr N A cosh pz N

-H In pzr + ——
4  p p 2 TTTa Ty T o
34 cosh3pr AMH coshpr A sinh3pzr  Av? sinh pz
— - + +— T
dr  p° 4 p’ 87> p’ Ar*  p
2 2 .
! v2 sinh ;oﬂ cosh2p — Al; cosh}pﬂ sinh 277 — AH sinh 3 PT 5 %
2r P Va P 47z p P
elde edilir.
v'(z.p)-Hy(z.p) _, .
vo(m,p)—Hy, (7, p)
cosh prr
- P [9(m) - q(0))-
+ 4p
' inh AH cosh
cosh o+ 4 Asinhpz . Ar cosh prr +[AM ~ H] sinh pz cos 2p7z In pr+
4 Yo, 4 yo, 2 P
_sinh p7

S [¢'(7) - q'(0)]-
P

AHr sinh pr A coshpr 34 cosh3pr  AMH coshpr A sinh3pn
e .t T : » Te CRR
4 yo, 2 p 47z p 4 o, 8 P

(2.4)
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H51nhp7z[ (ﬂ)+q(0)]+0( 1 J
4 P’

2 . . 2 .
N A v2 s1nh3p7r _ AH sinh ?3),07[ 4 v2 s1nh3p7r cosh2pr — A\; cosh ,O7Z
4 P 47z p 2 Yo, V4 p’
ifadesi bulunur.

sinh 2 prr + O( ! J
ol

Simdi ise (2.2) esitliginin sag tarafindaki ifadede bulunan

ln( l//’(ﬂ-’p)_H‘//(ﬂ-,p) j
vo(7,p)—Hy(7,p)

fonksiyonunun p — ico iken davranisi arastirilir. (2.4) ifadesinden yararlanarak;

h{ y'(z, p) - Hy (7, p) J _ ln(l LB (p)J
wo(7,p)—Hy (7, p) C,(p)

-2pr

- 4/132 a0 - 4]~ - 4213 () + 9(0)] - E—[g(m) - q(O) ]+
g -q ]+ L [(n>+q<0>]+ A7 ()~ 4(0)] -
AM' 1 Ae?rr
“Top AT 1) - q)]+ [ . —Hj py [q(n)—qm)]—g e In p7g(7) - q(0)]+
‘f;’ "ot - 4(0)]- [AM —Hje - [q(n)—q<0)]+0(1“f j
P’ 4 4p p
elde edilir. Burada,
Bu(p) =~ S22 ) ()] - L [y () - 4 O] -

- & s por [q(n)+q<0>]+0(i4j
4 p P

C,(p) = cosh pr + 2 A smhp;r1 n pr— Az cosh pr +(AM _Hj sinh prr N AHrm s1nh2p7r B
2 P 4 yo, 4 P

AH cosh prx A coshpr 34 cosh3pr  AM'H coshpr A sinh3px
-— —Inpzr+— —+t— — st —— T+
2 P 2 p 4  p 4 P kY4 P

2 . 2 .
+Av sinhpr  AH sinh3pz  Av smhpﬂcosthﬂ_/lv coshpﬂ

1
sinh2p7r +0O
ar*  p’ dr  p’ 27 p’ T’ P (p J

dir. Dolayisiyla
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i l//’(ﬂ-ap)_Hl//(ﬂ',p) _ jz'efzp” _ Aﬂ.eprzr ) )
dpln(Wé(”aP)—HWO(ﬂ,p)j_ 2, 40— 4O = In prla(x) - 4(0)]
ﬂ,e—ZPn' , , H ﬂ_e—Zp;r A7Z’2 e_zpﬂ
T W= a O e+ a)]- —la(r)-q@)]+
P 2 p 8 p
+(AT ‘Hjﬂzz la(m)-q(0)]+ s[q(fr>—q(0)]+0(lnf j
P 2p D

bulunur. Buradan

pd h{ v'(z.p) =~ Hy (1, p) ]
2 dp \yy(r,p)-Hy,(7,p)

- —%pze‘zf’” [¢(x) - 9(0)] -

—%pe“” in prlg(x) = g+ % pe g/ ()= g'O)]+

+ % pe " [q(r) + q(0)]+ A1—72 pe " [q(m) + q(0)]-

(AM N7 g [a(m-q@)] (1
( 2 H] L e [g() - q(0)] — +0(p4J

oldugundan J‘q(t)dt =0 kosulu saglandiginda
0

pd h{ y'(z.p) = Hy (7.p) j __4(0)-q(0)
wo(r,p)— Hy,(7,p) 4

esitligi elde edilir. O halde

q(r)—4(0)

;[in—un]z— Z

olur. Boylece asagidaki teorem ispatlandi:

Teorem: Eger Iq(t)dt =0 ise
0

m 9(7) —4(0)

S[4, - 1] = (1) -

n=1

esitligi dogrudur.
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