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ABSTRACT

In this study, the problem of nonexistence of global solution of equation system representing the Volterra-

Lotka competition model in ecology, is handled with Neumann boundary conditions where QcR"is
bounded and sufficiently uniform. While examining this problem, the generalized concavity method improved
by V.K. Kalantarov and O.A. Ladyzhenskaya is used. In this method, under the existence of local solution, by

using energy integral, it is shown that the positive ¥/ (Z ) function, having the properties of the equation and
the boundary conditions and representing the local solution of the equation under defined norm, satisfies the

hypotheses of Kalantarov-Ladyzhenskaya Lemma. In conclusion, it is found that the l//(t ) function

namely the norm of the solution is infinite at a finite time 7 .
Keywords: Volterra-Lotka competition model, nonexistence of global solution, energy integral

VOLTERRA-LOTKA REKABET MODELINi TEMSIiL EDEN DENKLEM SiSTEMINiN GLOBAL
COZUMUNUN YOKLUGU

OZET

Bu ¢aligmada; yeterince diizgiin siira sahip bir bolgede ekolojide Volterra-Lotka rekabet modelini temsil
eden denklem sisteminin global ¢6ziimiiniin yoklugu problemi, Neumann sinir kosulu ile ele alinmistir. Bu
problem incelenirken V.K. Kalantarov ve O.A. Ladyzhenskaya tarafindan gelistirilen genellestirilmis
konkavlik yontemi kullanilmistir. Bu yontemde, yerel ¢oziimiin varligi temel alinarak, enerji integrali
yardimiyla, denklemin ve sinir kosullarinin 6zelliklerini tasiyan ve belli bir norma goére denklemin yerel

¢Oziimiinii temsil eden pozitif bir Y/ (t ) fonksiyonunun, Kalantarov-Ladyzhenskaya Lemmasinin

hipotezlerini sagladig1 gosterilir. Sonugta, l//(l‘ ) fonksiyonunun yani ¢oziimiin normunun sonlu bir f aninda

sonsuz oldugu bulunur.
Anahtar Sozciikler: Volterra-Lotka rekabet modeli, global ¢6ziimiin yoklugu, enerji integrali

1. GIiRiS

Lineer olmayan kismi tiirevli evolusyon denklemleri ile verilmis baslangic ve baslangig-sinir
deger problemlerinin ¢6ziimlerinin varlifi, tekligi, global yoklugu ve global davramslari
konusunda A.Mc. Nabb [1], V.N. Maslennikova [2], J. Rauch ve J.Smoller [3], D.E Jackson [4]
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ve D.Erdem ve V.K. Kalantarov [5] ¢esitli arastirmalar yapmiglardir. Matematiksel fizik ve
matematiksel biyolojinin bir¢ok problemi, L lineer veya yarilineer ikinci mertebeden parabolik
operator olmak tizere,

Lu =g1(x,t,u,v) ey
Z—ljzg2 (x,t,u,v) @)

yapisindaki denklem sistemleri ile verilir. Bu ¢alismada (1)-(2) yapisina uygun Volterra-Lotka
rekabet modelini temsil eden denklem sistemi Neumann sinir kosulu ile incelenmis ve sistemin
enerji integrali elde edilip Kalantarov-Ladyzhenskaya Lemmas: kullanilarak ¢oziimiin global
yoklugu arastirilmustir.

Bu calisma ile, ekolojide canlilar arasindaki rekabet modeline uyan Volterra—Lotka
rekabet modeli  genellestirilerek, lineer olmayan parabolik denklem sistemlerinin global
¢Oziimlerinin yoklugu konusundaki incelemelere bir 151k tutulmustur.

2. KALANTAROV-LADYZHENSKAYA LEMMASI

Bu calismada genellestirilmis konkavlik yontemi olarak bilinen Kalantarov-Ladyzhenskaya
Lemmasi kullanilmigtir. Bu Lemmaya gore,

W(t) iki kez tiiretilebilen ve ¢ > 0, C,Cy 2 0, >0 iin,

v (0w ()= +a)y @) > =2¢0 ' ()w ()= c,ly )] G)
esitsizligini saglayan pozitif bir fonksiyon olsun.
Eger,

w(0)>0. ¥'(0)> —y,a”'w(0) v ¢, +¢c, >0
7 =—c +4c” +ac, — e +ac,

t—>t =

ise,

olmak tizere,

igin,

olur. [6]
3. PROBLEMIN KONULMASI

Volterra-Lotka rekabet modelini temsil eden asagidaki denklem sistemi ele alinsin.

ut—Au:fl(t,u,v)+¢(x,t,u,ux,v) xeQ,t>0 4)
v,—Av:fz(z‘,u,v)+(0(x,t,u,v) xeQ, t>0 5)

ou
de0)=r(e). Lm0

0
V(xao):"o(x)’ 8_1"1} a0="0



0. Yilmaz, G. Aydin Sigma 2004/3

Qe R" desmirlve yeterince diizgiin 0Q smirma sahip bir bolge, f; (t U, V) (i = 1,2) R
¢(x, t,u,u,, V) ve (D(X, tu, V) fonksiyonlar1 degiskenlerine gore siirekli fonksiyonlardir.
¢(x,t,u,ux,v) ve go(x,t,u,v) fonksiyonlari M1>M2’M3, N,, N, pozitif sabitler
olmak {izere asagidaki kosullar1 saglasin:

‘ ¢(x,t,u,ux,v) ‘ < M1|ux| + M2|u| + M3|v| Yu,veR (6)
‘(p(x,t,u,v)‘SN1|v|+N2 lu| 7

Ayrica degiskenlerine gore tiiretilebilen G(I .U, V) fonksiyonelinin agagidaki kosullari
sagladig: kabul edilsin:

Gl = Al + £ a0, ®
%G(i,u(x,t), v(x,t)): G, + fiu, + fov, 9)
fu+ fov=2e, +1)G(tu,v) , >0 (10)
G,(t,u,v)> M, (fu+ f,v) (11)

M, = M41(20(: iOlg))((lljj)g), pe (0,051 ), g€ (0,1)

Bu problemin global ¢oziimiiniin yoklugu, Kalantarov-Ladyzhenskaya Lemmasina
dayanan asagidaki teorem yardimiyla verilecektir.

Teorem : {u , V} fonksiyon ¢ifti (4)-(5) probleminin yerel ¢éziimii olsun ve bu problem igin (6)-

(11) kosullar1 saglansin:
Burada,

a=1+g-1, s=-12
a

2 2
}/1:—014—1[6‘1 +ac, , ]/2:—()1—1[61 +a ¢,

2 2 2
¢, = max jw—‘+M2+2gl,u+N1 , & €(0]1)
4o, 4g,

¢, =4(a, +1) M,

2 2 2
M5:M4[M1 +4eM, + 8¢ j"‘l 1+« [Mzz[g +g+1)+2N22J

4e

2 2
M, M{uﬂl_a[w +(l+z]M;}
4e 4 p
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M, =max{ MM, }

olmak tizere,

0<k<z
o

igin, U, (x) ve V, (x ) baslangi¢ fonksiyonlari,

() (0T, )l Il
a(e+1) 2k -k*S

1 1 M
A= 1 —17l + G0 o= (T )>
ifadesini saglarsa,

I 1 e MV e e M R T

ol Tl oo e 04 Jo2 (el ]

: lim {j (e 2)dr} = 0

0
Ispat: {u, v} fonksiyonlar1 sdzkonusu baglangi¢-sinir deger probleminin yerel ¢dziimii olsun.

2 + ||v(., t)

olur.

Kalantarov-Ladyzhenskaya Lemmasindaki l//(t ) fonksiyonu, teoremin kosullarmi saglayacak
sekilde ve ¥ pozitif bir sabit olmak lizere,

pO=[( A ) e (=0) (Jal puf oo k)

seklinde segilsin. ¥/ (t ) fonksiyonunun birinci ve ikinci tiirevleri alinip diizenlemeler yapilirsa,

t t
A=[(f+M) dr v A=l ) e
olmak tizere, ' ’

W' (1) <2 A4, +2y(t+k) (12)

y d 2 2
v ()= 2] ol +[p o |27

olur.

2(O)=y" () (0)-(1+a)[v'(1)] 1)

ifadesindeki terimler ayr1 ayri kisitlanirsa; (12) esitsizligi kullanilarak,

[/ (1)] <(2JA4 +27 (14 K)) =444, +47 (14 k) +8A 4y (14)

elde edilir ve son terime Young esitsizligi uygulanirsa esitsizlik,
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[v'(1)] <4(1+2¢,) 44, +4[1+2Ljy2 (t+kY (14)
85

seklinde yazilir.
y" (t) v (t) terimi i¢in ise,

v OO =L 0 o2 {0l 1l ) (o507

(15)

esitligi gdzoniine alinarak esitligin sagindaki,

<[P+ ]

yerine daha kiigiik bir ifade koymak i¢in, denklem sistemindeki (4) denkleminin her iki yan

L2 (Q) da u ile skaler garpilip, (Au, u) terimine 1. Green Ozdesligi uygulanirsa,

1d 2
L )= (0 + (60 w

elde edilir. (5) denkleminin her iki yan1 da L2 (Q) da Vv ile skaler ¢arpilip, (Av, V) terimine

u

X

1. Green Ozdesligi uygulanirsa,

1d

EE(V’V) == |Vx ’ +(fz’V)+((0,V) (17)
elde edilir. (16) ve (17) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa,

1d

EE(”””Z )= A vl + @)+ (o) + (o) + (v) i

esitligi bulunur. Bu esitligin son iki terimi yerine (10) esitsizligi kullanilip, daha sonra (6),(7)
esitsizligi ve sonra da Cauchy esitsizligi kullanilarak,

1d 2 2 1 2 1 2
Sl +1v] )zz(alﬂ)h T N E[G(t,u,v) dx
e T e i A R R
=M [l | = N o] =V, e ] (19)
elde edilir, esitsizligin sag tarafindaki,
1 2 1 2
EU)Z_E u | ——=|v. +£G(t,u,v) dx

(4)-(5) denklem sistemi i¢in enerji integralini verir. (19) de Young esitsizligi kullanilip,
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Mg M.e N,e

QT =& =&
2 2 2
M} M+ N,

I =——+M,+2¢ 12:¥+Nl
4o, 4e,

olarak alindiginda,

2dt( "+ ) (v + D E(t) +en v [

elde edilir. (18) esitligi (O, t ) araliginda integre edilirse ve (6),(7) kosullar1 kullanildiktan sonra

Cauchy-Schwarz ve Young esitsizligi uygulanirsa,

1 0 0 1
Sl + M) [l < =Pt (ol + ol
0 0
t t

o o

||2 dr

0

t
+M2j||u|2

1

t

+j[( 1,u)+(f2,v)]dr
elde edilir. Bu esitsitsizlikte, '

Mg N,¢ M.e
=& , =&, ve

2 2 2

alinip negatif olan terimler ihmal edilirse,
(”uOH +||v0|| ) [—I'FM +2£2jj‘”u” dr

t X 1|:t
u, < —
0 1_82 0
(e (s Pt

[M +N,’
olarak bulunur. (4) denkleminin her iki yam L2 (Q) da u ile skaler garpilip, (Au,ut)

terimine 1. Green Ozdesligi uygulanirsa,

o[ = +(fou, ) +(Sou,) 22)
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elde edilir. (5) denkleminin her iki yan1 da L2 (Q) da V, ile skaler carpilip, (Av, v, ) terimine
1. Green Ozdesllgl uygulamrsa,

” ” = 5 dt (fz’Vt)Jf((D,V,) (23)
elde edilir. (22) ve (23) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa,
1 d 1 d
Bl == =3 )+ (o, () +(07)
elde edilir. (24) de (9) kosulu kullanilirsa, 9
d
L)) =l 4o - (50) (o) + G, s e
dt
olup bu esitlik, ?
d
—(E@) =[]+ = [lgl [u] x=[lo] | v+ ]G, dx
seklinde ifade edilebilir. Son ifadede snas?yla Cauchy-Schwz?rz ve Young esitsizgiikleri kullanilip ,
alinirsa,
d 1 1
—(E(@0)= (1= )+ (1= 2 ) _4_,93||¢”2 —4—%||¢||2 + i G, dx

olur. (6),(7) kosullart kullanilip, Young esitsizligi uygulanlrsa ve sonra & =1 olarak alinrsa,

d
—(E@)2(1=2) Juf +(1=2:) [n]f SRR
1 i 2 1 2 2
L, (g4+_+1]+zzv2 } I
& | &,
e 2| 6, ax 2
483_ 1 . 3 ] /

Bu esitsizlik (0, t ) araliginda integre edilip esitsizligin sagindaki ||le||2 nin (0, t )
araligindaki integrali yerine (21) esitsizligi yazilip,
o - B M?(1+a,) (1+2¢,)
E=—"—, §,=6=¢6 ve M, =
l+¢ 4(,-B) (1-¢,)

olarak alinir ve

M
A, =E(0) == ol +1vol)
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notasyonu kullanilirsa,

1+ | 2
E(t)2A0+1+a1£( u

)

(M2 +4 & M,+8¢%) 1 1+« E+e+1 Lo
) M4[ | de 2 ]+Za —b[M;[ £ ¥aNy j”u” ar
1

_ M4[M+Nl]+ll+al [zzvz ( j ﬂj”vn it
| 4e 4a-p
M [[(fo) + ()] de+[[G, ax dr @

olur. Bu esitsizlikte,

2 2 2
M5:M4(Ml +4 ZgM2+85 ]+%;+_alﬂ[M22(€ +gg+l]+2szj
1

2 2
My =m, | Mt Ny | L e 2N12+(2+1]M32
4e 4a-p &g

notasyonlart ve (11) sart1 kullanilirsa,
)

1+ f 2
E(t)2A0+1+a1£( u,
_MSJ'”u”2 dT—M6J-||V||2 dr (28)
0 0

+[v,

+[v,

elde edilir. (28) esitsizligi (20) de kullanilirsa,

( Julf +[F ) = 4(1+ ) I( e+, ) dr—a(e +1) Msjllullzdf

~4(a, +1)M j||v|| dr+(c, +1) 4y +4(eq +1) M j||v I dr

vl =20 | 22, v (29)
elde edilir. (15) esitliginde (29) esitsizligi g6zoniinde tutularak,
M,=max {M, M} ve ¢,=max {I,l,}

olarak alinirsa,

w'(t) w(t)=[4(1+B) 4, +4(a, +1)(A0 —M7J:( | +||v||2)d2'+M4.:[||vx||2 drj
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+2a,

VX

<26, +)+ 27 |

[Al +(T, —t)( oo || +||v0||2)+y(t+k)2} (30)

elde edilir. Simdi (14) ve (30) esitsizlikleri, (13) de yerlestirilirse ve sonra 26‘5 =a ,

(1 +0{)2 =1+ ﬂ olarak alinirsa,

V(1) v(0)-(+a)[y' ()] 2401+ p) A +a(1+a) 4 (T =0)( Ju + ]
+4(1+a) Ay (t+k) +| 4(a, +1)( 4~ My (t)
M (T, =0)( ol ol )+ Mo (¢4 5

26, + )+ 2] w(o)

1 2
—4(1+,B)A1A2—4(1+a)(1+; 7 (t+k) 6y
olur. Gereken diizenlemeler yapilip bazi pozitif terimler atilirsa ve

_a(a +1) 4, ~ a(a, +1) 4,

I R (P A

olarak segilirse ve diger biitiin terimler pozitif olduklarindan atilirsa sag taraf daha da
kiigiileceginden, (31) esitsizligi,

' (1) w(t)-(1+a) [v'()] 2-2cu'(c) w(t)-4(e, +1) My (1)
seklini alir. Kalantarov-Ladyzhenskaya Lemmasi ile karsilastirilirsa,

¢, =4Ha, +1)M,

oldugu gortiliir ve,
2 2
p (O (e) = (1+ @)y () 2 -2¢,y (el (1) - e o0 (1)

elde edilir. Bdylece, y/(l ) fonksiyonu, C,,C, >0 sayilan ile Kalantarov-Ladyzhenskaya
Lemmasindaki (3) kosulunu gergeklemis olur. Lemmanin diger kosullart olan, y/(O)> 0 ve
l//'(O) >0 l//(O) esitsizliklerinin de l//(l‘ ) fonksiyonu i¢in saglandigi kolayca goriiliir.
I, patlama zamani,
o AL Tl + ol N+ @)+ e, + 1)k T 20 + 1)k — i+ @) (g + ool
=

2\/c12 +ac, }/2[ T, (HuOHZ + HVOHZ)(I + a2)+ ala, +1)4,k* ]+ 20 (a, + DAk —a(l+a) muon + HVOH)Z

olarak bulunur.Kalantarov-Ladyzhenskaya Lemmasindan ¢ — #, igin,
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olur.

1>t

lim _(i;(“u(.,tmz+||v(.,t)||2)dz' -

4. SONUCLAR

Bu calismada Volterra-Lotka rekabet modelinin genel bir halini temsil eden baglangi¢-sinir deger
problemi incelenmis ve bazi kosullar altinda global ¢éziimiin mevcut olmadigi gosterilmigtir. Bu
calisma ile, ekolojide canlilar arasindaki rekabet modelini veren Volterra-Lotka rekabet modeli
genellestirilerek, lineer olmayan parabolik denklem sistemlerinin global ¢oziimlerinin yoklugu
konusundaki incelemelere bir 151k tutulmustur.
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