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ABSTRACT

In this work, the effect of singular finite elements on the stress intensity factors (SIF) calculated with the Finite
Element Methods (FEM) in a pre-stressed strip with a crack is investigated. It is known that in the
determination of the SIF by the use of displacements, the singular finite elements should be employed. As a
result of this the difficulties arise from the FEM modeling. However, determination of SIF by employing one
of the Energy Methods such as Energy Release Rate, the requirement for the use of singular finite elements in
the FEM modeling at the around of crack is not precise. So, in this work it is shown that, with a concrete
problem as an example, the use of the singular finite elements under calculation of SIF through Energy Release
Rate Method is unnecessary.
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CATLAK iCEREN ONGERILMELIi SERITTEKiI GERILME BiRiKiMi SIDDETi FAKTORU’NUN
SONLU ELEMANLAR YONTEMi iLE HESAPLANMASINDA SINGULER SONLU
ELEMANLARIN ETKIiSi

OZET

Bu c¢aligmada, catlak igeren ongerilmeli seritte, Sonlu Elemanlar Yontemi ile hesaplanan Gerilme Birikimi
Siddeti Faktoriine (SIF) singiiler sonlu elemanlarin etkisi incelenmistir. Bilindigi iizere, Gerilme Birikimi
Siddeti Faktoriiniin yerdegistirmeler vasitasiyla belirlenmesinde, singiiler sonlu elemanlar kullanilmalidir.
Bunun sonucu olarak, sonlu elemanlar modellemesinden dogan zorluklar artar. Fakat, Enerji Yo6ntemlerinden
biri 6rnegin Energy Release Rate Yontemi ile SIF’in belirlenmesinde, singiiler sonlu elemanlarmn Sonlu
Elemanlar modellemesinde kullanimi zorunlulugu belirgin degildir. Boylece, bu g¢alismada, SIF’tin Energy
Release Rate metodu ile hesaplanmasinda singiiler sonlu elemanlarin kullanilmasinin gerekli olmadigi, 6rnek
problem gergevesinde gosterilmistir.

Anahtar Sozciikler: Gerilme birikimi siddeti faktorii, Sonlu elemanlar yontemi, Singiiler sonlu eleman,
Kompozite, Catlak, Ongerilme.
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1. GIiRiS

Bilindigi iizere yap1 elemanlarinin kirilma mekanizmasi; yapida mevcut olan kusurlarin dis yiikler
etkisinde catlaklar1 olusturmasi ve bu catlaklarin biiyiiyerek yapi elemaninda kirtlmaya sebep
olmasi, seklinde ifade edilmektedir. Griffith’e kadar, yap1 elemanlarinin kirtlmasinin incelenmesi
Klasik Mukavemet Kriteri gercevesinde yapilmakta idi. Yapi elemani gatlak igerdigi durumda
Griffith tarafindan Klasik Mukavemet Kriterinin yetersiz oldugu gosterilmis ve yeni mukavemet
kriteri ortaya atilmistir [1,2]. Daha sonralar1 Irwin (1948) ve Orawan (1948) tarafindan catlak ucu
civarinda gerilme yayilis1 analitik olarak belirlenmis ve bu gerilme yayilisinda Gerilme Birikimi
Siddeti Faktorii (SIF) adi verilen ve kirilma parametresi olarak kabul edilen, K parametresi dahil
edilmigtir.

Bu alandaki pek ¢ok ¢alisma Kirllma Mekanigi’ni olusturmaktadir. Kirilma mekanigi
kendi igerisinde Lineer Elastik Kirilma Mekanigi (LEFM) ve Non-Lineer Kirilma Mekanigi
(NLFM) seklinde ikiye ayrilir. Bu iki dal arasindaki fark, catlak ucunda olusan malzeme non-
lineeritesinin g6z Oniine alinmasi ve almmamasina dayanmaktadir. Dolayisiyla, catlak ucunda
olusan malzeme non-lineeritesinin géz Oniine alinmadigi problemler Lineer Elastik Kirilma
Mekanigini olusturur ve gevrek malzemeler ( drnegin, cam, seramik veya yliksek mukavemetli
metaller vb.) i¢in gecerlidir. Non-Lineer Kirllma Mekanigi ise, ¢imento tipli malzemeler veya
diisiik mukavemetli metaller gibi siinek malzemeler icin gegerli olup, catlak ucu bolgesindeki
malzeme non-lineeritesini g6z oniine alan Kirilma Mekanigi dalini olugturmaktadir [5].

Mevcut literatiirde, yap1 elemanlarmin kirilmasina ait arastirmalar daha ¢ok LEFM
gercevesinde yani, gevrek malzemeler i¢in yapilmistir. LEFM ¢ergevesinde kirtlma, tek bir kirllma
parametresi (Ornegin, K) ile temsil edilebilmektedir. Bu parametrenin degerinin belirlenmesi; a)
Analitik-Empirik Formiiller yardimiyla, b) Enerji Yontemleri yardimiyla iki sekilde miimkiindiir.
SIF degeri sonsuz ve izotrop ortamlar i¢in literatiirdeki kaynaklarda, ¢esitli yiikkleme durumlarinda
formiillerin bulundugu tablolar halinde verilmektedir [6,7]. Bunun diginda kalan durumlarda
ornegin anizotrop ve sonlu ortamlar i¢in, SIF’in belirlenmesinde Enerji Yontemleri veya gatlak ucu
civarindaki yerdegistirmelerden yararlanilmaktadir. Genellikle Enerji Yontemleri, yap1
elemanindaki catlagin biiylimesi sonucunda, yapt elemaninin elastik enerjindeki degisim
miktarinin, g¢atlak uzamasina oranmin K ile ifade edilmesine dayanmaktadir. Yapida elastik
enerjinin hesaplanmasi veya yerdegistirmelerin belirlenmesi ise, cogunlukla sayisal yontemlerin
kullanimini zorunlu hale getirmektedir. Sayisal yontemlerden en ¢ok kullanilan1 Sonlu Elemanlar
Yontemi olup, bu yontem catlak ucu bolgesinde 6zel modellemeyi yani, tekil (singiiler) sonlu
elemanlarin kullanimini gerektirmektedir [8,9,10]. Sonlu eleman modellemesinde singiiler sonlu
elemanlarin kullanilmasi, yonteme ait algoritma ve programlarin olusturulmasini oldukca
zorlastirmaktadir.

Giintimiizde miihendislik ac¢isindan 6ngerilmenin, yap1 elemaninin mukavemetine etkileri
iizerinde yogun sekilde caligilmaktadir. Bu alandaki ilk ¢alismalar Guz ve Ogrencilerine aittir.
Klasik Elastisite teorisi ¢ercevesinde yapi elemanindaki 6ngerilmeler géz Oniine alinamaktadir.
Ongerilmelerin géz 6niine almabilmesi ancak, Ug Boyutlu Lineerize Edilmis Elastisite Teorisi
(UBLET) cercevesinde miimkiindiir [11,12].  Ongerilmenin UBLET cercevesinde Gerilme
Birikimi Siddeti Faktoriine etkisi Guz ve dgrencileri tarafindan; homojen ongerilme ve anizotrop
sonsuz ortamlar i¢in yapilmis, daha sonralari sonlu ortam ve homojen/inhomojen dngerilme
durumlarinda Akbarov ve 6grencileri tarafindan gelistirilmistir [13,14].

Akbarov ve digerleri (2003) ile Akbarov ve digerleri (2004) ¢alismalarinda, ¢atlak igeren
yapt elemanlarmin sonlu eleman modellemesinde kullanilan singiiler sonlu elemanlarin
kullaniminin, stabilite kayb1 probleminde etki gostermedigi sonucu elde edilmistir. Benzer sekilde,
bu ¢alismada, UBLET cercevesinde catlak iceren 6ngerilmeli yap1 elemaninda éngerilmenin SIF’e
etkisinin Enerji Yontemlerinden Energy Release Rate yardimiyla belirlenmesinde, sonlu eleman
formiilasyonunda ¢atlak ucu civarinda kullanilan singiiler ve singiiler olmayan sonlu elemanlarin
kullaniminin etki gdstermedigine ait elde edilen sayisal sonuglar verilmektedir.
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2. PROBLEMIN FORMULASYONU

X3
A Ele alinan problemin ¢oziim
. bolgesinin ~ Sekil 1 ‘de
— hpwhuo fy {0<x; <H; 0<x; <2}
— N AT T (H=hu +hy) kismi
pEEsT L];.l Lho gosterilmistir.  Bu  bolgede
— fai2 saglanan Lineerize edilmis alan
— h, denklemleri, biinye denklemleri,
b geometrik ilgiler ile smir
e X kosullar1 agagida verilmistir.
£
Sekil 1. Ele alinan serit-levhanin geometrisi
0 o o0 6 = A + A Oy = Apéry + Ag
. ji in RS § B SAS 0 12°12> P22 = 2°12 22922
0x i 0X
[ ou  u

o,=A &,, ¢ Ly , ijj=1,2 1)

12 66“12 ij aXJ axl
sinir kosullari:

2

u =0,0 =0, o, =po-,

2 Xy =03/ 11 X, =0; i2 x,=H-hy po;

A =—pd’ o =0 2

i2 x,=H-hy,q p i i2 X,=0 (2

Yukaridaki denklemlerde bilinen notasyonlar kullanilmustir. (1) ‘de iist indis (0)
ongerilmeleri  gostermekte, ayrica Sij =6ij Kronecker sembolii, X;’ler Lagrange

koordinatlaridir. (1) deki dngerilmeler agagidaki sinirdeger probleminin ¢oziilmesi ile elde edilir.

60-(0)
0 0 0 0 0 0 0 0
—a;' =0, Ggl) = A115§1) +A128{2); 0 _ A128§ ) +A228( ). 50— A668§2)

%22 = 2 225012 =
j
©  ou'®
0y 1| 0u; 0 0 0 N
8i(j):_ ——+—— ’651)‘ :Ggl)‘ =q, 051) =0,1;j=1.2 ©)
2| x5 0x X,=0 =t %,=0:h
uy =0. )
x,=0;(

Ele alinan problem ¢oziimii iki agamada bulunmaktadir: Birinci asamada dngerilmenin
yapt elemanindaki dagilimi belirlenir; ikinci asamada, birinci asamada elde edilen 6ngerilme
degerlerinin de islemlere dahil edildigi formiilasyonda, catlagin {ist ve alt yiizeylerine normal
dogrultuda etki eden ve ¢atlagi agilmaya zorlayan, diizgiin yayilimh p kuvveti nedeniyle ¢atlak
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ucunda meydana gelen SIF ‘e Ongerilmelerin etkisi incelenir. Her iki asamada da ¢6ziim sayisal
olarak Sonlu Elemanlar Yontemi yardimiyla yapilir.

3. SONLU ELEMANLAR YONTEMI iLE MODELLEME

Ele alinan problemin Sonlu Elemanlar Yontemi ile modellenmesinde asagidaki fonksiyonel

kullanilir.
p oy oy ) (“4{0]/2 ‘ d »
Vo tho ot o+ Ty == |dydxy = Pyl _
2 Q-0 6x1 Ox 8x2 6x2 [[_go) /2 h
(zwjo]/z ‘ ) 5
- pu _ X
(1042 2y =ty
burada,
8u ou Gu ou
T, =c,, +o0 —L+o (0)—1, T, =0, +c9 —24+59 =2
11 11 11 axl 12 axz 12 12 11 axl 12 axz ’
8u 8u 6u 8u
T, =6, +069 L1601 7 -6 +c59 2,502
21 — Y12 12 22 22 22 12 22
X, ES ox, 02 ok,
Q’:{xz:hUiO,(f—fo)/2<xl<(£+ZO)/2} 6)

dir. (5)’de Ko yari catlak uzunlugu ve £ serit-levhanin OXI dogrultusundaki
uzumlugudur(Sekil 1). Belirtelim ki, (5) fonksiyonelinin birinci varyasyonunun sifira esitliginden,

(0) Ou;

8
(1) deki alan denklemi Gji +0;,
ER j 00X,

}— 0] ve gerilmelere gore sinir kosullari elde

edilmektedir. Yani, (5) ve (6) dan,

8u1 8u2 6u1 8
U= | 10| o= |+ Tho| == |+ 150 +T50| —= |pdxydxy —
Q-0 x| 0ox, ox, 8x1

(€+£IO]/2 ) ‘ ) [“10]/2 ) ‘ ) o
- u X, — u X
A SR A

8u
olur. (7) ‘deki Tj; 5(&1 ] ifadeleri yerine,

1

8u1 8 8T11 6u2 6 6T22
T; 9! —— (T {0u; )— ouy, Trro| —= |=——(T»»du, )— ou,,
11 (ale axl( 11 1) axl 1 22 axz axz( 22 2) axz 2

T518| — |=——(T»0u; )— ouy, Tj»9| —= |=——(T}»0u, )]——=03du 8
21 [6){2) axz( 21 1) 2%, 1> 112 [8}(1 axl( 12 2) 2%, 2 (®)
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ifadeleri (7) ‘de goz oniine alinirsa,

oT,, or. 0T, or.
U= [[ - 11,721 ouy - 12 ,~ 22 Oy doxydicy +
Q-0 axl 8x2 6x1 sz

0 0
If {axl(Tl 15141 + leé'uz) + %(Tzzéuz + Tzlé'uz)}dxldx2

o-Q
(€+éjoj/2 ) ‘ ) (e+£5)/2 ) ‘ o
- u X; — u

(z—zoj/zp 2hoy=Hhy o1 (z—foj/zp 2hoy=H o !

bulunur. (9) da alt1 gizili terime Gauss teoremi uygulanirsa ve dU =0 igin ele alman probleme
ait alan denklemleri ve gerilmelere gore sinir kosullari elde edilir. Boylece, Sonlu Eleman
formiilasyonunda kullanilacak olan (5) fonksiyoneli, ele alinan sinirdeger problemine esdeger bir
fonksiyoneldir. Tekrar belirtelim ki, (6)’da iist indis (0) Ongerilmeleri gostermektedir. Ele alman
problemde, basit mesnet sinir kosulu ve oOngerilmelerin catlak dogrultusuna paralel alinmasi
nedeniyle, catlagin varliginin ongerilmenin yapir igerisinde dagilimma etkisi ihmal edilerek

Gi(jO) =0,ij=11 ve Gl((l)) = q olarak alinmugtir.

Sonraki agsamada, ele alinan ¢dziim bdlgesi sonlu sayida sonlu elemanlara ayriklagtirilir
ve her sonlu elemanda aranan fonksiyonun ifadesi polinom olarak kabul edilir. Bundan sonra
bilinen Ritz teknigi yardimiyla her sonlu elemanda polinom olarak kabul edilen ¢&ziimiin
katsayilart belirlenir. Bu ¢alismada yerdegistirme esasli Sonlu Elemanlar Yo6ntemi
kullanildigindan elde edilen ¢6ziim, her sonlu elemanda yerdegistirme fonksiyonudur. Gerilmeler
ise (1)’de verilen biinye denklemleri (Hooke yasasi) yardimiyla bulunur. Bu iglemlerin yapilmast

sirasinda ele alman problemin x| = f/ 2 ye gore simetrik olmast goz oniinde bulundurularak
¢Oziim, {0 <x, <H; 0<x; <// 2} bolgesi i¢in yapilmig, bu bdlgenin ayriklagtirilmasinda
catlak ucu civarinda 6 diigiim noktali (nodlu) singiiler (I. Durum) veya singiiler olmayan (II.
Durum) iiggen sonlu elemanlar (Sekil 2), geri kalan bolgede standart 9 diigiim noktali (nodlu)
dikdortgen sonlu elemanlar kullanilmigtir. Dolayisiyla, ele alinan bolgenin sonlu eleman
modellemesinde 596 standart dikdortgen, 8 singiiler veya singiiler olmayan {iggen sonlu eleman
(Sekil 2); 2525 diigiim noktasi (NOD) ve 4975 serbestlik derecesi (NDOF) kullanilmistir. Elde
edilen ¢ozliimiin gerilme sinir kosullarint saglamasi gerekliligi g6z oniinde tutularak, ¢oziimiin
hassaslig1 lizerinde dikkat edilmistir.

k B,B % j k ® ;j ® J
. . “ . .
(@) (b)

Sekil 2. Catlak ucunda a) standart, b) singiiler sonlu eleman ag1
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Sonlu Elemanlar ¢oziimlerinden elde edilen veriler, (5) fonksiyoneli ve “Energy
Release Rate” yontemi (GU/ ol ) yardimiyla ¢atlak ucunda 1. Mod SIF degerleri elde edilmistir.
Ornegin, 6ngerilmeli izotrop ortamdaki catlak ucunda K degeri,

4
K%E) _ - TR (10)
Ly O 30 48P 17ap 4 14p°
i 400 +1)2 (L +2p)

den belirlenir [11]. (10)’da A ve QL malzemenin sirasiyla Lamé sabiti ve kayma modiilii, G%?)

sonsuzda catlak dogrultusuna paralel olarak verilen 6ngerilme ve
_1dU
2 da

dir. (11)’de U-cisimde biriken elastik enerji, a-yar ¢atlak uzunlugudur. Catlak igeren dngerilmeli
anizotrop ortamlarda K- y iliskisi daha karmasik oldugu i¢in burada verilmemistir.

)

4. SAYISAL SONUCLAR VE DEGERLENDIiRME

Ele alman serit-levhanin malzemesinin, X, =0 diizlemine paralel olacak sekilde yerlestirilen ve

birbirini tekrarlayan farkli iki izotrop levhadan olusan ¢ok katli kompozit malzeme oldugunu
kabul edelim. Belirtelim ki, kompozit malzemenin bilesenlerinden giiglendirici levhaya ait
biiyiikliikler alt indis “2”, matris malzemesine ait biyiikliikler alt indis “1” ile gosterilecektir.

Buna gore, bu malzemelere ait Elastik sabitler E;, E, Young Modiilii; v, v, Poisson sabiti;
A, Ag, 1y, Uy strastyla lamé sabitleri ve kayma modiilleri olsun. Dolayisiyla, ele alinan
kompozit malzemeye ait normalize edilmis mekanik sabitler, Cristensen (1979) ve diger bir¢ok
kaynakta verildigi gibi asagidaki formiiller yardimiyla bulunur.
Agg = HiH2 ,
KMz + KoMy

(A +201) = (A +25)

(A + 20y +(Ag + 2000y

A =l +Amy —myna (A —2y)

(M —22)°
(A +2upng + Ay +2u0)My
(A +21y) = (hy +2u7)

Ay =g +2pn + (A + 200N — M2

Ay =(r +2p)ny +(Ag + 20N — NN2 - (12)
(M +2p)n + (Ao +2u)N
burada,
E.v E
n=1-ny, Ay Kok b (13)

T Uevoi-2vi) T T 205
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(12) ve (13)’de m, kompozit malzeme igerisinde giiglendirici (takviye) malzemesinin
hacim oranim1 gostermektedir. Sayisal uygulamadav; =v, =0.3, 1, =0.5, h/(=0.2,

h =hy =h/2 alinnis ve diger parametre degerleri tablolar iizerinde gosterilmistir.

Tablo 1. Elde edilen SIF degerlerinin karsilastirilmast

Co/20 | ¢,/h | KP/K,, | KPO/K,, | KP/K,,
0.0400 0.400 1.240641 1.240642 1.193006
0.0375 0.375 1.200928 1.200926 1.171616
0.0300 0.300 1.144436 1.144420 1.110878
0.0250 0.250 1.093691 1.093106 1.072904
0.0200 0.200 1.047391 1.047357 1.040974
0.0400 0.400 1.240641 1.240642 1.193006

Tablo 1’de catlak ucu bdlgesinde singiiler sonlu eleman ag1 kullanilarak, dngerilme
olmadigi (q = 0) durumda ¢atlagin boyutlari plagin boyutlarina gore ¢ok kiigiik alindiginda SIF

degerleri yaklasik Analitik formiil yardimiyla (KES) /KOO ,[6] ), catlak ucu bolgesindeki
yerdegistirmelerin  yardimiyla (K%f) /KOO (18] ) ve “Energy Release Rate” yoOntemi

(K}E) /Koo ,[19] ) yardimiyla olmak iizere {i¢ farkli yolla bulunan SIF degerleri, plagin homojen
izotrop malzeme 6zelliklerine sahip olmasi durumunda verilmektedir. Ayrica Tablo 1°de goriilen
Ko =py7mly olup, ¢atlagin kenarlarmma dik dogrultuda etkiyen ve sonsuzda verilen eksenel

¢ekme kuvveti (G = p) etkisinde, q = 0 i¢in plaktaki ¢atlak ucunda olusan SIF degeridir. Tablo

1’den goriildiigii gibi ¢atlagin boyutlar1 kiigiildiikkge verilen oranlar 1'¢ yaklagmaktadir, yani
Sonlu Elemanlar Yontemi yardimiyla bulunan sayisal sonuglar, kesin ¢6ziime yaklasmaktadir. Bu
sonug, yapilan algoritma ve bilgisayar programlarinin dogrulugunu géstermektedir.

Ayrica, bir kismi Tablo 1°de verilen, ¢ok sayida sayisal verilerin incelenmesi SIF "in
belirlenmesinde “Energy Release Rate* yonteminin daha gilivenilir oldugunu gostermistir. Bu
nedenle, belirtelim ki, bundan sonraki sayisal degerler ancak bu ydntem ¢ergevesinde
bulunacaktir.

Tablo 2’de sonlu eleman modellemesinde catlak ucu civarinda singiiler ve singiiler
olmayan iiggen elemanlarin kullanilmasmin SIF (K) degerine etkisi farkli catlak uzunluklart ve
ongerilme durumlarinda verilmektedir.  Catlak ucu civarinda singiiler sonlu elemanlarin
kullanilarak veya singiiler olmayan (standart) sonlu elemanlar kullanilarak elde edilen SIF (K)
degerleri, yap1 elemaninda anizotropi ve g¢esitli Ongerilme degerlerinde herhangi bir etki
yaratmamugtir. Yani ele alinan benzer durumlarda enerji yontemleri kullanilarak, Sonlu Elemanlar
Yontemi yardimiyla K’nin belirlenmesinde, ¢atlak ucu civarinda singiiler sonlu elemanlarm
kullanimasi gerekli degildir.
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Tablo 2. Baz1 ¢,/2¢ ,E, /E; veq/(En; +E,mn,) degerlerinde singiiler (L. Durum)/singiiler
olmayan (II.durum) sonlu elemanlar modellemesi ile elde edilen SIF degerleri.

q/(Eimy +Eony)
rof2e | B2/ 1.1?:1“ ILDurum | LDurum | ILDurum | LDurum | ILDurum
o | amr |

U | o [ raope | LD20 T LIGRO LIS T LIS

1.1710 1.1710 1.1599 1.1599

e e e L L L ey

10| 1IST3 | 11573 | 2o 1501 1177 11772

20 | 1.1435 | 1.1435 ng; ng; }};ﬁé H%ﬁé

1| 1.8512 | 1.8512 }zig }zgz; }jﬁéﬁi }jﬁéﬁé

1.7257 1.7257 1.6851 1.6851

o0 | R L

10| 16476 | 16476 | —eese 6536 17152 17152

20 | 15754 | 1.5754 i:ggzz }:gg;é }:2233 }:2223

1| 2.5099 | 25099 ié?gg ;:2?8; i:gﬁ; %‘fﬁ

2.2499 2.2499 | _2.1666 2.1666

ors L7 e

10| 20879 | 20879 | o 50998 | 22240 2.2240

20 | 19384 | 1.9384 }:g;i; i:g;i; ;ﬂﬁ;‘ ;:?;g‘;

1| 32717 | 32717 géggg 3;333;‘ 2:3‘222 ;222

2.8490 2.8490 | 2.6985 2.6985

om i e e

10 | 25890 | 25890 | S e 58390 2.8302

20 | 23472 | 23472 ;gﬁg 5% i:ééé? ﬁjégﬁf
TESEKKUR
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