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ABSTRACT

In this study, energy decay of the solution of the initial-boundary value problem for the Kirchhoff equation
including dissipative terms was obtained.

Keywords: Energy decay estimate, Kirchhoff Equation.

KiRCHHOFF DENKLEMI iCiN ENERJI AZALIMI

OZET

Bu c¢aligmada, disipativ terim igeren Kirchhoff denklemiyle konulan baslangig- sinir deger probleminin

¢Ozlimlerinin enerji azalimi elde edilmistir.
Anahtar Sozciikler: Enerji azalama kestirimi, Kirchhoff denklemi.

1. GiRiS

n
Bu calismada, Q, RY" de diizgiin smrh bolge, A=-A=- 2, 02/6)62, , Laplace
j=1r
operatoriinii, u' = 0,u = 8u/8t tiirevini gostermek ve D(A4) = HZ(Q) N H(l) Q) , r=>1,

a>0 ve >0 olmak iizere

un+HA%u ‘27 Au + urﬂu':|u|0‘u (x,t)eQx[O,oo) )
u(x,0) =g (x) u'(x,0) =) (x)
u(x,t)|6Q =0

ikinci mertebeden hiperbolik tipten denklemle verilmis baslangi¢ sinir deger problemi igin enerji
azalma kestirimi, potansiyel ¢ukur metoduyla incelenecektir.
G. Kirchhoff 1883 yilinda, iki ucu sabitlenmis esnek telin serbest titresim hareketini,

M(r)= cg + 7 olmak tizere
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L s
uyy —M((f)u)C dx)uyy =0

denklemiyle modelledi ve bu denklem Kirchhoff denklemi olarak adlandirildi. S. Bernstein 1940
yilinda yaymlamis oldugu ¢alismasinda, bu denkleme ilk kez matematik bakis agisiyla yaklasarak,
baslangi¢ kosullarinin Sobolev uzayindan alinmast durumunda ¢6ziimlerin lokal varligini,
baslangi¢ kosullarinin analitik olmasi durumunda ise ¢dziimlerin global varligini ispatladi. Birgok
yazar u'veya Au' lineer disipative terimlerini iceren denklemlerle konulmus, baslangig-sinir
deger problemlerinin global ¢dziimlerinin varligini1 ve azalma &zelliklerini incelemistir [2],[4]-[6].

a
Bu ¢alismada, |u'|ﬂ u' lineer olmayan soniim ve |u| u kaynak terimiyle konulan denklem i¢in

enerji azalma kestirimi incelenecektir.
(1) denkleminin enerjisi;

2(y+1)
1! 2 +2
J(u) = o s - [ &)
olmak tizere,
E(u,u") = ”u'”2 +J(u) (3)

fonksiyonu ile tammlidir. (1) denkleminin 2u'(x,?) ile ¢arpilmasi ve Q) iizerinden integralinin
alinmasiyla enerji esitligi

d B+2
ZE(Z) = 2f|u ”ﬁ+2 )

olarak elde edilir. (1) problemi i¢in K-pozitif kiimesi ise

2(y+1)

a+2
Wy = qu e D(A): K(u) = | 4" %u |15 > 0w {0} )

ile tanimlidir.

Simdi, enerji azalma kestiriminde kullanilacak olan M.Nakao’ nun lemmas: ile
Gagliardo-Nirenberg ve Sobolev-Poincaré lemmalari ispatsiz verilecektir.
Lemma 1.1. (M.Nakao [3]):

D(2), [O, oo) araliginda negatif olmayan, artmayan fonksiyon olmak tizere » > 0 ve
k > 0 igin
(O <k {D(0) - Dt +1)}

J’_
ise [t] = max{0,7} olmak iizere, her ¢ > 0 igin
-1
R
q)(t)S{d)(O) Tk o] } !

esitsizligi gecerlidir.
Lemma 1.2. (Gagliardo-Nirenberg [1]):
I<Sr<p<ow, p=>22ve
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M. r
olmak tizere, her ve D(4” “)N L (Q) igin

o
m
A/zv

1-6

v

M, <c. r

esitsizligi bazi C, sabitleri i¢in gegerli olup burada 0 < @ <1 (1< g <o ve m— % negatif
olmayan tamsay1 ise 0 < @ < 1) dir.

+
Lemma 1.3. (Sobolev-Poincaré [1]): 0 < p < 2N/[N— Zm] (N=2m ise 0< p <o)

",
olmak tizere her v € D(A4 2) fonksiyonu igin
m
A /21/

M, = Cs-p
esitsizligi, baz1 Cg_ P sabitler igin gegerlidir.

2. ENERJi AZALIMI

Enerji azalma kestirimine gegmeden 6nce , azalmay1 hesaplamakta yardime1 olacak bir dnermeyi
ispatlayalim,
Onerme 2.1.

1
| - NP |
i) a<4 [N - 4] ise W, kimesi D(A4” 7)= HO () wuzayinda sifirm bir
komsulugudur ve agik kiimedir.
— a+2)(y+1
i) u €W, ise dy = w ve a > 2y olmak iizere
a—2y
B % 2(y+1)
dy 4" %u <J(w) (<E@uu)) (6)
esitsizligi gecerlidir.
ispat:
2N
i) Gagliardo-Nirenberg lemmasmmda p=a+2, g=2, r=———, m=2 secilmesiyle
N-2
+
0 =[(N-2)a-4] /2(a +2) icin
oz = elael” B2,
N-2
1-6 2N
esitsizligi elde edilir, ”u” 2 N terimine Sobolev-Poincaré esitsizligi p = ——, m =1
N-2 N-=-2
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olmak {izere uygulanirsa
A (1-6)
472

0
T T

yani;
(1I-0)(a+2)

1
Aéu

R

+
esitsizligi  elde  edili.  Baska  bir deyisle 6 =[(N-2)a-4] / 2(a+2)ve
(¢ —-2y)—(a+2)08 > 0 olmak iizere
y (a=2y)~(a+2)0 y 2(y+1)
A" 472

||”||"‘+§ < cf‘+2 ” Au”(a+2)e y
o+

yazilabilir. Buradan

2(y+1)
5

a+2

1
K(u) = Aéu

(a=2y)—(a+2)0

2(y+1)
a+2 ||Au|

1 1
Aé (1-c8 Aéu

N |(a+2)0)

u

1
é)

K (u) *nun pozitif ve W, kiimesinin sifirin komsulugu oldugunu gosterir.

esitsizligi elde edilir ki bu, u # 0ve D(A4 normunun yeterince kiigiik olmasi durumunda

ii) ueW, ise K(u) =0 olacagindan

U RO+ ,
Y R W

esitsizligi gecerlidir. (2) esitliginden

2(y+1) 1 2(y+1)
J(u) > L A%u Aéu

y+1 a+2
2(y+1
@ | BT

(a+2)(y+1)

yani dy = w olmak tizere
(a—=2y)
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2(y+1)
<Jw) (£ E(u,u"))

|
a;! Aé

u

elde edilir ve bu sonug (6) esitsizligini ispatlarken E(u,u") > 0 oldugunu da gosterir.
Onerme 2.2. (Enerji Azalma Kestirimi):
u(x,t) fonksiyonu, (1) probleminin ¢oziimii olmak tizere 0 <t < T igin

2(y+1)
l %
ueW, ve K(u)Z2 A

(B+2) 27+
kosullar1 altinda r = w , k= ;(200) A(}/H) ve E(0)<1

2y +1)

u

olmak iizere

oK
|

E(0) < {E(O)_r wrk -]
esitsizligi gegerlidir.

Ispat: (4) esitliginin [t,t + 1] araliginda integralinin alinmastyla

el B2 +2

E(t)—E(t+1)=2 ; ||u'||ﬁ+2 ds (=2 D)) )

1
elde edilir. — = — + — olmak iizere

r-p 9

)}
Ju, <[ ],

esitsizliginden

yij
el <[l 252 |l 5,

yazilabilir. Bu esitsizligin, [t,t + 1] araliginda integrali alinir ve (7) esitligi kullanilacak olursa
t+l 0 ,[7 I )
o ae <ol (80 Ty,
ﬁ/
=] /(#+2) D) ®)
elde edilir.

4 e[t,t+%] ve f e[t+%,t+l] olmak tizere yukaridaki esitsizligin sol

tarafindaki integrale, integral hesabin ortalama deger teoreminin uygulanmasiyla

82



Energy Decay for Kirchhoff Equation ...

Hu’(tl)H <2 |Q|%(ﬂ+2) D(t) ©)
ve

u'(t,)| <2 Q%(ﬂ+2) D(1) (10)
[ <210l

esitsizliklerine ulasilir. (1) denkleminin u(x,?) fonksiyonu ile carpilmasiyla elde edilen
denklemin integralinin Q iizerinden alinmasi ve K(u) fonksiyonun taniminin géz 6niinde
tutulmasiyla
2 d

K(u)—”u'” +—(u,u") =—(|u'|'B u',u) (11

dt
esitligine ulasilir bu esitligin sag tarafindaki terime, sirasiyla x vef ’ye gore Holder esitsizliginin
uygulanmasi ve Sobolev-Poincaré esitsizliginin kullanilmasiyla

1 t+1 B+l
Aéu(s) (I | u'(s) ||§3 ds) Vg2

t,
j ” u'(s) ”'gilz ” u(s) ||,5'+2 ds < ¢y sup

t
esitsizligi elde edilir. (u (S),u'(s))| tlz teriminde, sinirlarin yerine yazilmasi, Cauchy-Schwarz ve

Sobolev-Poincaré esitsizliklerinin uygulanmasiyla;

t t 1 ,B+1
f K(u)ds gtjz ||u||2 ds + cy SUD A%u(s) é”u'(ti )|+ (KI o) ||§3 ds) 43 2L a2
1 1 =

esitsizligi elde edilir.

1 2(y+1)
Ku) > ; Aéu

ozelliginden

b1 204D ¢
l '% Aéu(s) ds < % ||u’||2 ds
2 ll ll

| 2 141 ﬂ*y
+cy SUp Aéu(S) Eluu'(tl-)u +( ; ” u'(s) ”gig ds) p+2 (13)

sonucuna vartlir. (4) esitliginin I: t, tz ] araliginda integralinin alinmasiyla

)
E@)= E(ty)+2] ||u||§3 ds
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t t
< 25 E(s)ds+2 f ||u(s)||§3 ds

elde edilir. (2) ve (3) esitlikleri ve (13) esitsizligi yardimiyla elde edilen

2(y+1)
1
Au(s)

b 2 2 b
E@)<2] )| ds+—T |4
4 y+1t

1 ds+2 Il ”u'(s)”'gig ds

po!

u(s)

t
<4 Iz ||u'||2 ds+2cy sup|l4
1

N )ﬁ%+2} ZTH o

% ”u'(t-)” + (IJJ.A” u'(s) ” /s
i=1 1 ' £+2 £+2
esitsizliginin (8) esitsizligi yardimiyla yeniden yazilmasiyla

%M(S)

E(f) < 4|Q|%+2 D(1)? +2 ¢y supl|4

{%1 e+ by } +20()P*?
i

esitsizligine ulasilir. (9) ve (10) esitsizliklerinin kullanilmast ile de

%u {4|Q|%(ﬂ+2) D(t)+D(t)ﬂ+1}

/7
esitsizlii elde edilir. By =|Q/A+2 (2 1) kabulii altinda

B
E() < 4|Q|/ﬁ+2 D6y + 2Dy ? +2.¢4 sup 4

E() <48, D)2 +2 D022 + 2.6, sup|| 47 2u {4 By D(1) + by’ “}

seklinde elde edilen esitsizlige (6) esitsizliginin uygulanmasi ile
2 +2 %( +1) +1
E(t)<4 B0 D) +2 D(z)ﬂ +2cy (dy E(1)) y {4 BO D(t)+ D(t)’g }
sonucuna varilir. BO 21, ce 21 ve

2D0YP*? < E(y< E(0) <1 (14)

ozellikleri hatirlanarak esitsizlik tekrar diizenlenecek olursa

1
E@®) <6 BO D(t)2 +10 C*BO D(1) (dy E(z))/2(7+1)

esitsizligi elde edilir. Esitsizligin sol tarafindaki son terime Young esitsizligi uygulanacak olursa

2(y+1)

|
2 +1 1
E(t)< 6 By D(t)” + (7 ; A7 +1(10(:*3 D(t) 2+ DR
2y +1 2
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2y 2(y+D)

2y+1 D) 2y+1

elde edilir. D(l‘)2 = D(t) olarak yazilabileceginden (14)’den elde edilen

2y 2y
E0) \2y+1)([f+2
D(t)z;/—i_1 S(()j( 7+(6+2) esitsizligi yardimryla

2

2y
Y Y TR 1 2(y+1)
¢y =168, (19(()))(27+1)(ﬂ+2)+27+1d*ﬁy+1(100*30) %;/H

2 2y +1)

olmak tizere,
2(y+1)

E(1)<2¢q D(1) 27+l

esitsizligine ulasilir. Bu esitsizlik ve (7) esitligi yardimu ile de

1427 (f+D+p (+2)(2y+D) |
Eqy 20D <(2¢y) 27+ E[E(z)—E(Hl)]

sonucuna varilir. Burada

. (,332)(27/“) 2y (Be1)+ B
k:—(ZCO) (r+1) , r:yi
2(y+1)
denilirse, Nakao’nun Lemmasindan (Lemma 1.1)
_1
E(t) < {E(O)_r wrk - 1]+} r (15)

esitsizligi elde edilir. Bu, (1) problemi i¢in istenilen enerji azalma kestirimidir.
3. SONUC

Burada Kirchhoff denklemiyle konulan (1) baslangig-sinir deger problemi icin enerji azalma
kestirimi, M. Nakao’ nun bilinen lemmasi kullanilarak (15) yapisinda elde edilmistir.
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