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ABSTRACT

In this work, spectrum of a self adjoint differantial operator of higher order with unbounded operator
coefficient has been investigated and an asymptotic formul for the eigenvalues of this differantial operator
have found
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YUKSEK MERTEBEDEN SINIRSIZ OPERATOR KATSAYILI KENDINE ES BiR DIFERANSIYEL
OPERATORUN SPEKTRUMU VE OZDEGERLERININ ASIMTOTIK DAVRANISI HAKKINDA

OZET

Bu calismada, yiiksek mertebeden sinirsiz operatdr katsayili kendine es bir diferansiyel operatoriin spektrumu
incelenmis ve dzdegerleri i¢in asimtotik formiil bulunmustur.

Anahtar Sozciikler: Hilbert uzayi, 6zdeger, spektrum, rezolvent, kapanabilir operator, simetrik operator,
kendine es operator.

1. GiRiS
H sonsuz boyutlu ayrilabilir bir Hilbert uzay1 olsun. H uzayinda i¢ carpim (.,.), normu da
”” ile ve H1 = L2 (0, T, H) uzayinda i¢ ¢arpimi (.,.)H1 , normu da ””H1 ile gdsterecegiz.

H den H ye tiim tam siirekli operatérlerin kiimesini G » (H) ve bir T lineer operatériiniin
rezolvent kiimesini p(T) , spektrumunu da G(T) ile gosterecegiz.

H1 uzayinda
£y(y)= 1)y (x)+ Ay(x) (1)
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diferansiyel ifadesini goz oniine alalim. Bu ifadede A , D(A) c H olmak iizere D(A) dan
Hye
A=A">1, A'ec,(H) (12)
kosullarini saglayan bir operatordiir. A operatdriiniin 6zdegerleri Y, <y, <...<y, <. ve
bu dzdegerlere karsilik gelen ortonormal Ozvektorleri de sirasiyla @, Q,,...,@  ,... olsun.
Burada her 6zdeger kendi katlilik sayis1 kadar yazilmustir.

D L0 ile H1 uzaymin asagidaki kosullart saglayan fonksiyonlart kiimesini
gosterelim:
1) y(x) fonksiyonu [0, TE] araligmda H uzayindaki norma gére 2m. mertebeden siirekli

tiireve sahiptir.

2) Her XG[O,‘}I] igin y(x)eD(A) ve Ay(x) fonksiyonu [O,TC] araliginda

H uzayindaki norma gére siireklidir.
3y (0)=y* (r)=0  (i=12,.,m)
D(L0 ) H1 uzayinin bir lineer manifoldudur. D(L0 ) dan H1 e

Loy={, (Y)
lineer operatdriinii goz 6niine alalim.
2m _ e 1=
k™ 4y, (k=012,.. ;j=12,..) (13)
Lo operatoriiniin 6zdegerleri ve
1
— k=0 ise
Jn
M, = 5 (1.4)
=  Lk=12,...1se
s
olmak iizere
M, coskx.q; (k=012,.. ;j=12,.) (15)

sirasiyla (1.3) 6zdegerlerine karsilik gelen ortonormal 6zvektorleridir.

L:) operatorii  simetriktir ve dolayisiyla kapanabilirdir. L = E' olsun.

( )—) H kapali simetrik bir operatordiir. Bu operatoriin 6zvektorlerinden olusan

{COS kx. Q; ] } el kiimesi tam oldugundan s6z konusu operatdr kendine estir, [1].

( ) [0, TC] araliginda tanimli ve agagidaki kosullari saglayan bir operatdr fonksiyon

olsun.
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a) Her X € [0, TE] icin Q(X): H — H siirh kendine es bir operatordiir.

b) Q(x) [0,7] arahginda zayif slgiilebilirdir. Yani her £,g € H icin (Q(x)f,g)
skaler fonksiyonu [0, TI:] araliginda ol¢iilebilirdir.

c) ”Q(Xm fonksiyonu [O, TE] araliginda sinirlidir.

Bu c¢alismada L0 ve L= Lo +Q operatorlerinin  spektrumlart incelenmis ve

ozdegerleri i¢in asimtotik formiil bulunmustur.

[2] calismasinda operatdr katsayili Sturm-Liouville operatdrlerinin dzdegerleri igin
asimtotik formiil bulunmustur. [5], [6], [7], [8], [9] ve [10] ¢aligmalarinda ve pek ¢ok baska
caligmada operator katsayili gesitli diferansiyel operatorlerin 6zdeger sayisi igin asimtotik
formiiller bulunmustur.

2. SPEKTRUMUN INCELENMESI

A, L0 operat6riiniin bir 6zdegeri ve Y = y(x) bu 6zdegere karsilik gelen bir 6zvektori olsun.

o0 00
Eger A & {kzm + Y; }k:O il olsaydi L0 operatorii kendine es oldugundan

y L {cos kx.o, }w ”

k=0,j=1

olurdu. Ote yandan {COS kx.q j}

::Oocj:l kiimesi tam oldugundan y = 0 olmaldir. Bu celiski

A€ {kzm +v j} oldugunu gosterir. Dolayisiyla Lo operatoriiniin 6zdegerleri (1.3)

o0 00
k=0,j=1
seklindedir. A operatoriiniin her Y Ozdegerinin katliligmimn sonlu olmasindan LO

operatdriiniin her K™ + Y 6zdegerinin katliliginin da sonlu oldugu elde edilir.

Teorem 2.1. Q(X) operatdr fonksiyonu a), b), ve c¢) kosullarim1 sagliyorsa
hery = y(x)e H, icin Q(X)y(x)e H,ve Q:H, - H,
Qy = Q(x)y(x)

operatorii sinirlt ve kendine estir.

Ispat. {ei };ﬂ H de ortonormal bir taban olsun. Her X € [0, TC] icin Q(X) in HdenH ye
stirekli lineer operatér olmasindan ve iggarpimin bir siirekli fonksiyon olmasindan yararlanarak
her y = y(X) € H1 veher f € H icin

(Qlxk )| Q| Zlotrke e |-

i=1

. @.1)
[S6he Jolek, |- Sotahe Kotk

i=1 i
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elde edilir. Y € H1 oldugundan (y(x),ei) (1 = 1,2,...) fonksiyonlar1 ve varsayim geregi
(Q(x)ei , f) (i = 1,2,...) fonksiyonlari Olciilebilirdir. Dolayisiyla
(y(X), ¢; )(Q(x)el , f) (i = 1,2,...) fonksiyonlart dlgiilebilirdir. O halde (2.1) den
(Q(X)y(X), f) fonksiyonunun 6lgiilebilir oldugu elde edilir.

”Q(Xm fonksiyonu [O, TE] araliginda sinirli oldugundan ”Q(Xm < C olacak sekilde bir

¢ > 0 sabiti vardir. O halde her y = y(x) € H, icin

FlQbel(e ) = [l e o <l e
0 0
dir. Buradan her y = y(x) e H, icin Q(x)y(x) € H, elde edilir. Ayrica (2.2) den her
y € H1 i¢in

o, <<t
ya da

v, < [,
elde edilir. Yani Q : H1 —H | operatdril simirlidir. Her Y, Z € H1 igin

T

(03.2),, = ] (Qx)y().2()ax = [ (5(x). Qx)elx)x =(.Q),.

0

oldugundan Q : H1 —> H1 operatorii kendine estir..
X) a), b) ve c) kosullarin1 saglayan bir operatdr fonksiyon olmak iizere
glay P y
L:D(L,)— H,
L=L, +Q

lineer operatdriinii géz 6niine alalim. Teorem 2.1 den L nin kendine es bir operatér oldugu elde
edilir.

Teorem 2.2. Q(X) operator fonksiyonu a), b) ve c) kosullarini sagliyorsa

o)<~ [ol,, =)

dir.

!
ispat. L o simetrik L0 operat6riiniin kapanisi oldugundan tanim geregi her Y € D(L 0) igin

limy, =y, limL,y, =Ly (2.3)
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!
olacak sekilde bir {Yn }:O (= D(L0 jdizisi vardir. Her Y igin

(Lo yn,ynj
H

dir. (Ayn (X ), Ya (X )) > (yn (X ), Ya (X )) oldugu goz 6niine alinirsa (2.4) ten

[oyn, )Hl E( (x))dx = (v, 0 )i

bulunur. (2.3) ve (2.4) ten

im(Ly y,,y,)u, 2 m(y,,y,)y,
ya da
Loy, Y)u, 2 (¥, ¥,
elde edilir. Bu esitsizlikten yararlanarak her y € D(L o ) = D(L) igin

36
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(Ly,y)y, = (Lo +Q)y, )y, = Loy, )y, +(Qy,¥)y,
2 (Y7 }’)HI - ‘(Qy’ Y)Hl ‘ S (y’ Y)H1 - ”Qy”H1 ”y”H1

> (v 3}~ WL, = (=1Q 590

bulunur. Dolayisiyla

ofL) < 1=, =)
dr.l

.. .. . 0
L o Ve L operatérlerinin rezolventleri sirastyla R ), Ve R 5, olsun.

R =(L,-AI)" . R, =(L—AI) " dn.
Teorem 2.3. Q(X) operator fonksiyonu a), b), ve ¢) kosullarini sagliyorsa L operatérii saf ayrik
spektruma sahiptir.
ispat. Lo operatdriiniin 6zdegerleri
U <p, <<, <.
olsun. Burada her 6zdeger kendi katlilik sayisi kadar yazilmistir. L o Operatoriiniin 6zdegerleri
(1.3) seklinde ve }gg’y j=® oldugundan rlll_r){i W, =0 dir. Dolayisiyla her W € p(LO)

['e]

1
icin Rﬁ operatdriiniin { ——— 6zdegerler dizisinin limiti sifirdir. Yani
Mo =K
lim—— =0 (uep(L,)
n—oo
H, — 1

dir. Ayrica her Ozdegerinin kathiligi sonludur. Her W € p(LO)ﬂR icin

H, — 1

R " ZH1 - H1 smirli  kendine es operatdrdiir. Bu  operatdriin - dzvektorlerinin

{Mk cos kx.(pj}f;: .

j=1
operatdriiniin tam siirekli operator oldugu bilinmektedir.

R} -R) =(A-p)RIR)

kiimesi tam ortonormal bir kiimedir. Bu durumda [3] ten Rﬁ

formiilinden her A € p(LO) icin Rg operatoriiniin  tam siirekli oldugu elde edilir.

Rg = L_O1 :H, — H, operatériiniin spektrumu
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{O,yl’l,yz’l,...,,u;l,...}

kiimesidir. Dolayisiyla L o operatdriiniin spektrumu her birinin katlilig1 sonlu olan

B g By seee

dzdegerlerinden ibarettir. Ote yandan lim W, =0 oldugundan L o, operatorii saf ayrik
n—o

spektruma sahiptir. Teorem 2.1 geregince Q : H1 —> H1 siirlt kendine es bir operatordiir. Bu

durumda [3] den L = L0 + Q : D(L) - H1 operatoriiniin de saf ayrik spektruma sahip
oldugu bilinmektedir.
L operatoriiniin ozdegerleri A, <A, <...<A <.. olsun. Her [ € p(L)
sayl1s1 igin
. 1

lim——=0

n—oo 7\‘“ J— u
oldugundan Ru = (L - },lI)_l operatoriiniin spektrumu

1 1 1

’Kl —H’KZ—M’W’KH _M,...

0

-1
kiimesidir. Burada her (7"11 — },l) sayist R u operatoriiniin katlilig1 sonlu olan bir 6zdegeridir.

O halde [4] ten her U € p(L)ﬁR sayisi i¢in sinirli kendine es Ru ZHl —)Hl

operatOriiniin tam siirekli operator oldugu bilinmektedir.

R?» - Ru = (}\’ - M)RkRu
formiiliinden her A € p(L) say1st igin Rk operatoriiniin tam siirekli operatér oldugu elde
edilir. Il

3. OZDEGERLER iCiN ASIMTOTIK FORMUL

Bu kisimda L0 ve L operatorlerinin = 6zdegerleri  igin  asimtotik  formiil
bulunacaktir. L0 operatoriiniin bir A pozitif sayisindan biiyiik olmayan &zdegerlerinin sayisini

N(X) ile gosterelim. Once A operatdriiniin 6zdegerlerinin
v, = aj° (0<a,o <o)

seklinde oldugunu varsayalim. Bu durumda N(}\,)
aj” +k™ <\ (j=12,.. ;k=012,.)
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y

7\‘ ¢

ililerinin sayisidir. (X, y) diizleminin X =0,X =| — ,
a

(xZO,yZO)

F7L ile gosterelim. N(?\,),

0,1,2,...

m:}\’

+y’

y=—1 dogrular ve ax*”

Fx kiimesine ait

kapali alt kiimesini

(j=12,..

ayisidir. (Sekil 1)

alarinin s

nokt

~

sk =

j%

A

(a

////

///////////

/////////////////

m <r o N — (=] -

////

i
o

RN
Y

Sekil 1.

kosele

oktasina,

alan oldugundan her (J, k) € FL n

fonksiyonu az

(k=1), ve

(j,k) olanE ik CFK karesi karsilik gelir. Dolayisiyla N(?\,), Ej’k

Ej’k cF,

().

N

Yani

1dr.

say1s

karelerinin

((Ja k) €k, )
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(_] =1,2,... ;k = 0,1,2,...) karelerinin alanlarmin toplamidir. Bu nedenle N(}\,), F;\ nin
alanindan biiyiik degildir. Yani

LY

&)

Ve

N(L) < (&j + .[ R —ax*dx
a

dir. Bu esitsizlikte yer alan '

)"

I L —ax*dx

0
integralini hesaplayalim.

]

ol &)
I 2 —ax*dx = 2% j ] — a);a dx
0 0
ax* .,
dir. Burada =sIn" t doniisiimii yapilirsa
" %
a o o)
j A —ax*dx = (&j 2 j(sin t)%t_1 (cost)H%ndt 3.1)
a) o
bulounur. (3.1) den '
Va N
N(L) < (&j b2 g [ Gintye (cost)/mdt (32)
a aéoc 0
elde edilir.
3
b= J‘(sin t)%f1 (cos t)H%dt (33)
0

alinirsa (3.2) esitsizligi

Ja 2 2m+a
N < (&j + l—bx 2ma (3.4)
a a’ag
seklinde yazilir.
(X, y) diizleminin

x =0, y= 0 dogrulari ve
a(x+1)* +(y+1)"" =1 (x=0, y>0

) egrisi ile sirlandirilmis kapal alt
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kiimesini Dk ile gosterelim. Ej’k C Fx (_] =1,2,... ;k = 0,1,2,...) kareleri
Dk kiimesini &rtiiyor. Ote yandan N(}\,) nin sdz konusu karelerin alanlarinin toplami oldugu

hatirlanirsa N(?\,) nin D7L nin alanindan kiigiik olmayacagi ortaya ¢ikar. Dolayisiyla

)
N()> j [zmw/X—a(xH)“—l}dx:

S

- 2mdx—(7”_lj% +1

0 a

3.5)

dir. Burada X +1 =t déniisiimii yapilirsa

= =
I |:2m}dx - j 20 —at*dt =

0

il ok .
a . !

J' ZMdt — J.zmdt _ J' 2Mdt _

0 0 o p
elde edilir. (3.1) ve (3.3) ten ( a j
)"
‘ 2m+o

! atas 2bl - 3.7)

0 aaé

bulunur. Ote yandan

1
J'ZMdt < x%m (3.8)
0

e e

R
< J— J—
a a

3.9)
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(3.6), (3.7), (3.8) ve (3.9) dan
(uj%_l 1 |

a 2m+ao 1 — —
2 —a(x +1)*dx >2—b1/.k 2ma _j 2m —(&ja +(k_lja (3.10)

0 oa a a

elde edilir. (3.5) ve (3.10) dan

1

2b 2m+a }\’ a L
N) > 7 A 2me —[—j —A2m (3.11)
oa’® a
bulunur. (3.4) ve (3.11) den A —> 0 iken
2b 2m+a
N) ~ v A 2ma
oa’*

elde edilir.

Teorem 3.1. j —> 0 iken Y; ~ &j" (0<a,a< oo) ise L — o0 iken

2m+o
2b k 2mo
%x .

N() ~

oa
dir.

ispat. € > 0 herhangi bir say1 olsun. O zaman _] > M iken

I-g< Y_i <l+e
a)
ya da
(1-g)aj* < ¥ < (1+&)aj (Vj>M)
olacak sekilde M = M(S) sayist vardir.

Y(l)_{yj JSM g {Yj ,J<EM
b=

(I-g)aj* ,j>M’ i = (I+ehj* ,j>M
olsun.
y, U em < (i=12,...... k=012,.)
v P e <o (=12 k=0,,2,..)
v, +km <A (j=12,.M ;k=012,.)
(1-g)aj* +k*™ <2 (j=12,..... k=0,,2,.)
(1+e)aj” +k™™ <A (j=12,..... :k=0,12,.)
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(1+¢)aj” +k™ <A (j=12,.M ;k=012,.)
(1+e)aj” +k™ <A (j=M+L,M+2,.. :k=012,.)

esitsizliklerini saglayan (j,k) ikililerinin sayis1 sirasiyla N1 (7\.), N2 (7\.), N3 (7\,), N 4 (k),

NS(}\,), Nﬁ(k), N7(7\,) olsun. yj(l) <y < yj(z) (] = 1,2,...) oldugundan
N,(A)<N (A)<N,(2)
dir. Ayrica
N, ()< N, () +N, ()
N, (h) < 2Mp/2
dir. (3.4) esitsizliginden yararlanarak
1
2b T A e
Ny (_j
' of(1- s)a]%L (1-¢)a

elde edilir. (3.12) (3.13) (3.14) ve (3.15) ten

2b 2m+a 7\, a y
NQA) < —————— A 2M/2m
@) oc[(l—s)a]%t J{(l_g)aj :

bulunur.
N, (}‘) =N, (7‘)+ N, (}‘) 2N, (7‘) =N; (7‘)_ N (7")
ve
N, (A)<2Ma /2
dir. Ote yandan (3.11) esitsizliginden yararlanarak
1
2b 2m+ao 7\‘ o y
N (7\')2—.7\‘2111& _( j _k 2m
’ ofa(l+ 8)]%‘ a(l+e)

elde edilir. (3.12), (3.17), (3.18) ve (3.19) dan

2b 2m+oa }\, a y
NA) 22— —| —— | —(2M +1)A/2m
) (x[(1+s)a]%l ((1"'8)3} (20 +1)

bulunur. (3.16) ve (3.20) den
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s Jo L
N(}Lzmﬁ—a < 1 1 + = 1 7\' m 4 oMa 7\‘ *
b L5 (-e)e 2b(1-e)e
y .
oa’*
N(L) 1 o« .- 2aMale -
2 A i A2 ———— A
26 S (1+e)= 2b(l+g)e b
o’
elde edilir. Son iki esitsizlikten
N(szm < 1 —tg (VA >M,) (3.21)
2b 5 (1—8)4‘
K mao,
1
oca%‘
N(}”me > 1 ——¢ (VA >M,) (3.22)
26 L (1+e)e
}\’ mo
1
ocaA‘
olacak sekilde bir 1\/[1 = 1\/[1 (8) pozitif sayisinin var oldugu gériilmektedir. Ote yandan
lim = lim ! =1

oldugu g6z oniine alinirsa (3.21) ve (3.22) den

N(L)

lim——— =1
o 2b }LZma
o
oca%‘
ya da
2b 2m+a
NQ) ~ v A\ 2o (3.23)
oa’*

bulunur. Il

Teorem 3.2. Q(X) operator fonksiyonu a), b), ve c) kosullarin1 sagliyor ve J —> 00 iken
v~ (O<a,a < o0) ise N —> 00 iken

2ma

2m+
A, ~dn2mt

dir. Burada
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2mo

%x 2m+o
a=| & b=
2b

(sin t)%f1 (cost)"/mdt

O 0 | 3

dir.
Ispat. L0 operatdriiniin bir [~ 6zdegerinin kathligi P, olsun. O taktirde

l’lqn < Mqn+1 = Mqn+2 Tz “qn+pn <H, < Hqn+pn+1 ’
q, +1<n<q, +p,

olacak sekilde bir (, dogal sayis1 vardir.

2m+a

N(w,)=q, +p, ~cx, 2n

dir. Burada C = dir. Ote yandan M, 0zdegerinin P, katliligi

1

(Xaa
v, +k" =p, (j=1.2,...... k=0,1,2,...)
denklemini saglayan (_], k) (J =12,...... k= 0,1,2,...) ikililerinin

Dolayistyla
|} |}
P, <p,/m +1<2p,/om
dir. Bu bagintidan

1
0<—Po<op

2m+a
un 2mo

elde edilir. lim U, = 90 oldugundan (3.26) dan

n—oo

lim—2r =

N300 2m+o
l,l, 2ma
n

bulunur. (3.25) ve (3.27) den

q, _ N(g,)-p,

2m+a 2m+a ’
CH, 2moa CU, 2ma
) . N 1 ..
lim 9 = lim (u“) ——.hmp—“:l
00 2m+o n—>00 2m+a c now 2m+ao
CU, 2ma CU, 2ma M, 2ma

elde edilir. (3.24) tenve N, )= q, +p,, esitliginden
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9+l 0 _a,+p, _ N,) -
2m+o 2m+o 2m+o 2m+o (3:29)
CMn 2mo Cun 2mo CMn 2mo CMn 2mo
bulunur. (3.25), (3.28) ve (3.29) dan
lim > =1
n—oo m+a
C!_,Ln 2mo
elde edilir. Buradan
2m+a
. 2ma
hmM“— =1
n—»o 1’/
C
ya da
lim—Fe =
n— 1 2m+a
(™)
bulunur. Boylece N — o0 iken
B 2mo 2ma
u ~C 2m+an2m+a
n
2b
dir. C = y oldugundan
oa’*
2mo
72m(x %x 2m+ao
c 2m+o — oa
2b
dir. Dolayisiyla 1 — 0O iken
2mao
%X 2m+a 2mao.
“ ~ aa n2m+a
! 2b
ya da
2mo
aa%} 2m+ao
2b
olmak iizere
2mo
p, ~dn?me (3.30)

elde edilir.

46



On Spektrum of a Self Adjoint Differantial Operator ...

Bu kez L =L +Q operatorinin A, <A, <...<A <. bzdegerleri igin
asimtotik formul bulalim. Q(X) operator fonksiyonu a), b), ¢) kosullarini sagliyorsa teorem 2.1

den dolay1 Q : H1 - H1 sinirh ve kendine es operatordiir. Dolayisiyla her ¥ € H1 icin

Q. ¥)s <[y, W1, < Il 51,
yada
- (“Q"Hl Yy Y)Hl <(Qy.y)y, < (“QIIHI Y, y)Hl
dir. Buradan

-[Ql,, 1= <[q],, 1
elde edilir. Bu nedenle
L, —||Q||H1 I<L=L,+Q<L, +||Q||Hl I
dir. Bu durumda [3] den

to =Ry, <% <, +[Q),

oldugu bilinmektedir. Buradan

Ql, & Q
Clol, ., lol,
My My My

bulunur. Bu bagintidan
Iim—=1 (3.31)
n—o Mn
elde edilir. (3.30) ve (3.31) den

lim——2 — =1jm| 22 2|

2 2mo
" 2m+a i Mn 2m+a
dn dn
yada N —> o0 iken
2mo

bulunur.
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