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ABSTRACT 
 
In this work, spectrum of a self adjoint differantial operator of higher order with unbounded operator 
coefficient has been investigated and an asymptotic formul for the eigenvalues of this differantial operator 
have found 
Keywords: Hilbert space, eigenvalue, spectrum, resolvent, closable operator, symmetric operator, self adjoint 
operator.  
MSC number/numarası: 34L05, 34L20, 47A10. 
 
YÜKSEK MERTEBEDEN SINIRSIZ OPERATÖR KATSAYILI KENDİNE EŞ BİR DİFERANSİYEL 
OPERATÖRÜN SPEKTRUMU VE ÖZDEĞERLERİNİN ASİMTOTİK DAVRANIŞI HAKKINDA 
 
ÖZET 
 
Bu çalışmada, yüksek mertebeden sınırsız operatör katsayılı kendine eş bir diferansiyel operatörün spektrumu 
incelenmiş ve özdeğerleri için asimtotik formül bulunmuştur. 
Anahtar Sözcükler: Hilbert uzayı, özdeğer, spektrum, rezolvent, kapanabilir operatör, simetrik operatör, 
kendine eş operatör. 
 
 
 
1. GİRİŞ  
 
H sonsuz boyutlu ayrılabilir bir Hilbert uzayı olsun. H uzayında iç çarpımı ( ).,. , normu da 

. ile ve ( )H;,0LH 21 π=  uzayında iç çarpımı ( )
1H.,. , normu da 

1H
.  ile göstereceğiz.  

H  den H  ye tüm tam sürekli operatörlerin kümesini ( )H∞σ  ve bir T  lineer operatörünün 

rezolvent kümesini ( )Tρ  , spektrumunu da ( )Tσ  ile göstereceğiz. 

1H  uzayında  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xAyxy1y m2m
0 +−=                                                          (1.1) 
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diferansiyel ifadesini göz önüne alalım. Bu ifadede A , ( ) HAD ⊂  olmak üzere ( )AD  dan 
H ye  

Ι≥= *AA , ( )HA 1
∞

− σ∈                                                           (1.2) 

koşullarını sağlayan bir operatördür. A  operatörünün özdeğerleri ...... n21 ≤γ≤≤γ≤γ  ve 

bu özdeğerlere karşılık gelen ortonormal özvektörleri de sırasıyla ,...,...,, n21 ϕϕϕ  olsun. 
Burada her özdeğer kendi katlılık sayısı kadar yazılmıştır. 

( )′0LD  ile 1H  uzayının aşağıdaki koşulları sağlayan fonksiyonları kümesini 
gösterelim: 
1) ( )xy  fonksiyonu [ ]π,0  aralığında H  uzayındaki norma göre 2m. mertebeden sürekli 
türeve sahiptir. 
2) Her [ ]π∈ ,0x  için ( ) ( )y x D A∈  ve ( )xAy  fonksiyonu [ ]π,0  aralığında 

H uzayındaki norma göre süreklidir.  

3) ( ) ( ) ( )( ) 0y0y 1i21i2 =π= −−  ( )m,..,2,1i =  

( )′0LD  1H  uzayının bir lineer manifoldudur. ( )′0LD  dan 1H e  

( )yyL 00 =′
 

lineer operatörünü göz önüne alalım. 

j
m2k γ+   ( ),...2,1j;...,2,1,0k ==                                (1.3) 

′
0L  operatörünün özdeğerleri ve  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=
π

=
π

=
ise,.....2,1k,2

ise0k,1

M k                                           (1.4) 

olmak üzere  

jk .kxcosM ϕ     ( ),...2,1j;...,2,1,0k ==                   (1.5) 
 

sırasıyla (1.3) özdeğerlerine karşılık gelen ortonormal özvektörleridir. 

0L′  operatörü simetriktir ve dolayısıyla kapanabilirdir. 00 LL ′=  olsun. 

( ) 1o0 HLD:L →  kapalı simetrik bir operatördür. Bu operatörün özvektörlerinden oluşan 

{ } ∞∞

==
ϕ

1j,0kj.kxcos  kümesi tam olduğundan söz konusu operatör kendine eştir, [1]. 

( )xQ  [ ]π,0  aralığında tanımlı ve aşağıdaki koşulları sağlayan bir operatör fonksiyon 
olsun. 
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a) Her [ ]π∈ ,0x  için ( )xQ : HH →  sınırlı kendine eş bir operatördür. 

b) ( )xQ  [ ]π,0   aralığında zayıf ölçülebilirdir. Yani her Hg,f ∈  için ( )( )g,fxQ  

skaler fonksiyonu [ ]π,0  aralığında ölçülebilirdir. 
c) ( )xQ  fonksiyonu [ ]π,0  aralığında sınırlıdır. 

Bu çalışmada 0L  ve QLL 0 +=  operatörlerinin spektrumları incelenmiş ve 
özdeğerleri için asimtotik formül bulunmuştur. 

[2] çalışmasında operatör katsayılı Sturm-Liouville operatörlerinin özdeğerleri için 
asimtotik formül bulunmuştur. [5], [6], [7], [8], [9] ve [10] çalışmalarında ve pek çok başka 
çalışmada operatör katsayılı çeşitli diferansiyel operatörlerin özdeğer sayısı için asimtotik 
formüller bulunmuştur. 
 
2. SPEKTRUMUN İNCELENMESİ 
 
λ , 0L operatörünün bir özdeğeri ve ( )xyy =  bu özdeğere karşılık gelen bir özvektörü olsun. 

Eğer  { } ∞∞

==
γ+∉λ

1j,0kj
m2k  olsaydı 0L  operatörü kendine eş olduğundan  

 

{ } ∞∞

==
ϕ⊥

1j,0kj.kxcosy  
 

olurdu. Öte yandan { } ∞∞

==
ϕ

1j,0kj.kxcos  kümesi tam olduğundan 0y =  olmalıdır. Bu çelişki 

{ } ∞∞

==
γ+∈λ

1j,0kj
m2k  olduğunu gösterir.  Dolayısıyla 0L  operatörünün özdeğerleri (1.3) 

şeklindedir. A  operatörünün her jγ  özdeğerinin katlılığının sonlu olmasından 0L  

operatörünün her  j
m2k γ+  özdeğerinin katlılığının da sonlu olduğu elde edilir.  

 

Teorem 2.1. ( )xQ  operatör fonksiyonu a), b), ve c) koşullarını sağlıyorsa 

her ( ) 1Hxyy ∈=  için ( ) ( ) 1HxyxQ ∈  ve 11 HH:Q →  
 

( ) ( )xyxQQy =  
 

operatörü sınırlı ve kendine eştir. 
 

İspat. { }∞1ie  H de ortonormal bir taban olsun. Her [ ]π∈ ,0x  için ( )xQ  in H den H  ye 
sürekli lineer operatör olmasından ve iççarpımın bir sürekli fonksiyon olmasından yararlanarak 
her ( ) 1Hxyy ∈=  ve her Hf ∈  için  
 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )∑∑

∑
∞

=

∞

=

∞

=

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

1i
ii

1i
ii

1i
ii

f,exQe,xyf,exQe,xy

f,ee,xyxQf,xyxQ
                         (2.1) 
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elde edilir. 1Hy∈  olduğundan ( )( )ie,xy   ( ),...2,1i =  fonksiyonları ve varsayım gereği 

( )( )f,exQ i  ( ),...2,1i =  fonksiyonları ölçülebilirdir. Dolayısıyla 

( )( ) ( )( )f,exQe,xy ii ( ),...2,1i =  fonksiyonları ölçülebilirdir. O halde (2.1) den 

( )( )f),x(yxQ  fonksiyonunun ölçülebilir olduğu elde edilir.  

( )xQ  fonksiyonu [ ]π,0  aralığında sınırlı olduğundan ( ) cxQ <  olacak şekilde bir 
0c >  sabiti vardır. O halde her ( ) 1Hxyy ∈=  için  

 

( ) ( ) ( ) ( ) 2

H
0

222

0

2

1
ycdxxyxQdxxyxQ ∫∫

ππ

≤≤                          (2.2) 

 

dır. Buradan her ( ) 1Hxyy ∈=  için ( ) ( ) 1HxyxQ ∈  elde edilir. Ayrıca (2.2)  den her 

1Hy∈  için  
2

H
22

H 11
ycQy ≤  

ya da  

11 HH
ycQy ≤  

elde edilir. Yani 11 HH:Q →  operatörü sınırlıdır. Her 1Hz,y ∈  için  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
11 H

0 0
H Qz,ydxxzxQ,xydxxz,xyxQz,Qy ∫ ∫ ===

π π

 

olduğundan 11 HH:Q →  operatörü kendine eştir.■ 

( )xQ  a), b) ve c) koşullarını sağlayan bir operatör fonksiyon olmak üzere 

( ) 1o HLD:L →  

QLL o +=  

lineer operatörünü göz önüne alalım. Teorem 2.1 den L  nin kendine eş bir operatör olduğu elde 
edilir. 
 

Teorem 2.2. ( )xQ  operatör fonksiyonu a), b) ve c) koşullarını sağlıyorsa  
 

( ) [ )∞−⊂σ ,Q1L
1H

 

dır. 

İspat. oL  simetrik 
′

0L  operatörünün kapanışı olduğundan tanım gereği her ( )oLDy∈  için  
 

yLyLlim,yylim 0n0nnn
=′=

∞→∞→
                                                                        (2.3) 
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olacak şekilde bir { } ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ′⊂∞

01n LDy dizisi vardır. Her ny  için  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )∫∫

∫∫

∫

∫

∫∫

∫∫

∫∫

∫

ππ

ππ
−+

π

π
−

π
−+

ππ
−+

ππ
−π−

ππ

π

+−=

=

+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ″−=

+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ″−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ′−=

+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ′−=

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ′−−=

+−=

+−=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ′

0
nn

0

m
n

m
n

m2

0
nn

0
n

2m2
n

2m

0
nn

0
n

2m2
n

0
n

2m2
n

1m

0
nn

0
n

1m2
n

1m

0
nn

0
n

1m2
n0n

1m2
n

m

0
nn

0
n

m2
n

m

0
nn

m2
n

m

H
nn0

dxxy,xAydxxy,xy1

............................................................................

dxxy,xAydxxy,xy1

dxxy,xAy

dxxy,xyxy,xy1

dxxy,xAydxxy,xy1

dxxy,xAydxxy,xyxy,xy1

dxxy,xAydxxy,xy1

dxxy,xAyxy1y,yL
1

 

                    (2.4) 
 
dir. ( ) ( )( ) ( ) ( )( )xy,xyxy,xAy nnnn ≥  olduğu göz önüne alınırsa (2.4) ten 

 ( ) ( )( ) ( )
1

1
Hnn

0
nn

H
nn0 y,ydxxy,xyy,yL =≥⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ′ ∫

π

 

bulunur. (2.3) ve (2.4) ten  

11 HnnnHnn0n
)y,y(lim)y,yL(lim

∞→∞→
≥′

 

ya da 

11 HH0 )y,y()y,yL( ≥  

elde edilir. Bu eşitsizlikten yararlanarak her ( ) ( )LDLDy o =∈  için  
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( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
11111

11111

1111

HH

2

HHH

HHHHH

HH0H0H

y,yQ1yQy,y

yQyy,yy,Qyy,y

y,Qyy,yLy,yQLy,Ly

−=−≥

−≥−≥

+=+=

 

bulunur. Dolayısıyla  

( ) ( )[ )∞−⊂σ ,xQ1L
1H

 

dır.■ 

oL  ve L operatörlerinin rezolventleri sırasıyla 0R λ  ve λR  olsun.  
 

( ) 1
0

0 ILR −
λ λ−=  , ( ) 1ILR −

λ λ−= dır. 
 

 

Teorem 2.3. ( )xQ  operatör fonksiyonu a), b), ve c) koşullarını sağlıyorsa L  operatörü saf ayrık 
spektruma sahiptir. 
 

İspat. 0L  operatörünün özdeğerleri  

...... n21 ≤µ≤≤µ≤µ  
 

olsun. Burada her özdeğer kendi katlılık sayısı kadar yazılmıştır. oL  operatörünün özdeğerleri 

(1.3) şeklinde ve ∞=γ
∞→ jj

lim  olduğundan ∞=µ
∞→ nn

lim  dır. Dolayısıyla her ( )0Lρ∈µ  

için 0R µ  operatörünün 

∞

=⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

µ−µ 1nn

1
 özdeğerler dizisinin limiti sıfırdır. Yani  

 

01lim
n

n
=

µ−µ∞→
 ( )( )0Lρ∈µ  

 

dır. Ayrıca her 
µ−µn

1  özdeğerinin katlılığı sonludur. Her ( ) RL0 ∩ρ∈µ  için 

11
0 HH:R →µ  sınırlı kendine eş operatördür. Bu operatörün özvektörlerinin 

{ } ∞∞

==
ϕ

1j,0kjk .kxcosM  kümesi tam ortonormal bir kümedir. Bu durumda [3] ten 0R µ  

operatörünün tam sürekli operatör olduğu bilinmektedir.  
 

( ) 0000 RRRR µλµλ µ−λ=−  
 

formülünden her ( )0Lρ∈λ  için 0R λ  operatörünün tam sürekli olduğu elde edilir. 

11
1

0
0
0 HH:LR →= −  operatörünün spektrumu  
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{ }1 1 1
1 20, , ,..., ,...nµ µ µ− − −  

kümesidir. Dolayısıyla oL  operatörünün spektrumu her birinin katlılığı sonlu olan  
 

,...,...,, n21 µµµ  
 

özdeğerlerinden ibarettir. Öte yandan ∞=µ
∞→ nn

lim  olduğundan oL  operatörü saf ayrık 

spektruma sahiptir. Teorem 2.1 gereğince 11 HH:Q →  sınırlı kendine eş bir operatördür. Bu 

durumda [3] den ( ) 1o HLD:QLL →+= operatörünün de  saf ayrık spektruma sahip 
olduğu bilinmektedir.  

L  operatörünün özdeğerleri ...... n21 ≤λ≤≤λ≤λ  olsun. Her ( )Lρ∈µ  
sayısı için  

01lim
n

n
=

µ−λ∞→
 

olduğundan ( ) 1ILR −
µ µ−=  operatörünün spektrumu 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

µ−λµ−λµ−λ
,...1,...,1,1,0

n21

 

 

kümesidir. Burada her ( ) 1
n

−µ−λ  sayısı µR  operatörünün katlılığı sonlu olan bir özdeğeridir. 

O halde [4] ten her ( ) RL ∩ρ∈µ  sayısı için sınırlı kendine eş 11 HH:R →µ  

operatörünün tam sürekli operatör olduğu bilinmektedir.  
 

( ) µλµλ µ−λ=− RRRR  
 

formülünden her ( )Lρ∈λ  sayısı için λR  operatörünün tam sürekli operatör olduğu elde 

edilir. ■ 
 
3. ÖZDEĞERLER İÇİN ASİMTOTİK FORMÜL 
 
Bu kısımda 0L  ve L  operatörlerinin özdeğerleri için asimtotik formül 

bulunacaktır. 0L operatörünün bir λ  pozitif sayısından büyük olmayan özdeğerlerinin sayısını 

( )λN  ile gösterelim. Önce A  operatörünün özdeğerlerinin  
 

α=γ ajj  ( )∞<α< ,a0  
 

şeklinde olduğunu varsayalım. Bu durumda ( )λN   
 

λ≤+α m2kaj   ( ),...2,1,0k;,...2,1j ==  
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eşitsizliğini sağlayan ( )k,j  ikililerinin sayısıdır. ( )y,x  düzleminin 
α

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ==

1

a
x,0x , 

1y −=  doğruları ve ( )0y,0xyax m2 ≥≥λ=+α  eğrisi ile sınırlandırılmış 

kapalı alt kümesini λF  ile gösterelim. ( )λN , λF  kümesine ait olan ( )k,j  

( ),...2,1,0k;,...2,1j ==  noktalarının sayısıdır. (Şekil 1) 

 
 
 

y 

         

          
m2

1
λ           

4          

3          

2         

1       
α

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ

1

a
  

 
 

 
 

 
 

 
 

   x 

  

 

  

 0 
 

-1     

 
 

Şekil 1. 
 
Öte yandan  

( ) m2
1

axy α−λ=  
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ≤≤

α
1

a
x0  

fonksiyonu azalan olduğundan her ( ) λ∈Fk,j noktasına, köşeleri ( )1k,1j −− , ( )k,1j− , 

( )1k,j − , ve ( )k,j  olan λ⊂ FE k,j  karesi karşılık gelir. Dolayısıyla ( )λN , k,jE  

( )( )λ∈Fk,j  karelerinin sayısıdır. Yani ( )λN , λ⊂ FE k,j  
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( ),...2,1,0k;,...2,1j ==  karelerinin alanlarının toplamıdır. Bu nedenle ( )λN , λF nın 
alanından büyük değildir. Yani 

( ) ∫

α
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ

α
α

−λ+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ≤λ

1

a

0

m2
1

dxax
a

N  

dır. Bu eşitsizlikte yer alan  

∫

α
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ

α−λ

1

a

0

m2 dxax  

integralini hesaplayalım.  
 

dxax1dxax

11

a

0

m2m2
a

0

m2 ∫∫

αα
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ

α
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ

α

λ
−λ=−λ  

dır. Burada tsinax 2=
λ

α

 dönüşümü yapılırsa  

( ) ( ) dttcostsin2
a

dxax
2

0

m
1112

1a

0

m2

1

∫∫
π

+−α
α

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ

α

α
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ=−λ

α

                  (3.1) 

bulunur. (3.1) den 

( ) ( ) dttcostsin
a

2
a

)(N
2

0

m
1112

1
m2
1

1

1

∫
π

+−αα
+

α

α

λ
α

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ≤λ                         (3.2) 

 

elde edilir. 
 

( ) ( ) dttcostsinb
2

0

m
1112

∫
π

+−α=                                            (3.3) 

 

alınırsa (3.2) eşitsizliği 

α
α+

α

α

λ
α

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ≤λ m2

m2

1

1

a

b2
a

)(N                                             (3.4) 

 

şeklinde yazılır. 
( )y,x  düzleminin  0y,0x ==  doğruları ve 

( ) ( ) λ=+++ α m21y1xa   ( )0y,0x ≥≥  eğrisi ile sırlandırılmış kapalı alt 
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kümesini λD  ile gösterelim. λ⊂ FE k,j  ( ),...2,1,0k;,...2,1j ==  kareleri 

λD kümesini örtüyor. Öte yandan ( )λN  nın söz konusu karelerin alanlarının toplamı olduğu 

hatırlanırsa ( )λN  nın λD  nın alanından küçük olmayacağı ortaya çıkar. Dolayısıyla  
 

( ) ( )

( )∫

∫

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −λ

α
α

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −λ

α

α

α

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −λ

−+−λ=

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−λ≥λ

1
a

1

0

1

m2

1
a

1

0

m2

1

1

1
a

1dx1xa

dx11xaN
                          (3.5) 

 

dır. Burada t1x =+  dönüşümü yapılırsa 
 

( )

∫ ∫ ∫

∫∫
α α

α

αα

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −λ

ααα

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −λ

α

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −λ

α

=−λ−−λ−−λ

=−λ=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−λ

1 1

1

11

a

0

1

0

a

a
1

m2m2m2

a
1

1

m2

1
a

1

0

m2

dtatdtatdtat

dtatdx1xa

                        (3.6) 

elde edilir. (3.1) ve (3.3) ten 
 

 α
α+

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ λ

α

α λ
α

=−λ∫

α

m2
m2a

0
1

m2

1

a

b2dtat                                 (3.7) 

 

bulunur. Öte yandan 
 

m2
1

1

0

m2 dtat λ<−λ∫ α                                                            (3.8) 

αα

α
ααα

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −λ

α

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −λ

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ<

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −λ

−λ
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −λ

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ<−λ∫

α

α

11

m2

111a

a
1

m2

a
1

a

a
1a.

a
1

a
dtat

1

1

         (3.9) 
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 (3.6), (3.7), (3.8) ve (3.9) dan  

( ) αα
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −λ

α
α+

α

α ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −λ

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ−λ−λ

α
>+−λ∫

α
11

m2
1

1
a

1

0

m2
m2

1
m2

a
1

a
.

a

b2dx1xa

1

        (3.10) 

 

elde edilir. (3.5) ve (3.10) dan  
 

m2
1

1

m2
m2

1 a
.

a

b2)(N λ−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ−λ

α
>λ

α
α
α+

α
                                        (3.11) 

 

bulunur.  (3.4) ve (3.11) den ∞→λ  iken  
 

α
α+

α
λ

α
λ m2

m2

1 .
a

b2~)(N  

elde edilir. 
 

Teorem 3.1. ∞→j  iken αγ aj~j  ( )∞<α< ,a0  ise ∞→λ  iken 

α
α+

α
λ

α
λ m2

m2

1 .
a

b2~)(N  

 dır. 
 

İspat. 0>ε  herhangi bir sayı olsun. O zaman Mj >  iken  

ε+<
γ

<ε− α 1
aj

1 j  

ya da  

( ) ( ) ( )Mjaj1aj1 j >∀ε+<γ<ε− αα  
 

olacak şekilde ( )ε= MM  sayısı vardır.  
 

( )

( )⎩
⎨
⎧

>ε−
≤γ

=γ α Mj,aj1
Mj,j1

j ,  
( )

( )⎩
⎨
⎧

>ε+
≤γ

=γ α Mj,aj1
Mj,j2

j  

olsun.  
 

( )
λ≤+γ m21

j k   ( ),...2,1,0k;,......2,1j ==  

( )
λ≤+γ m22

j k   ( ),...2,1,0k;,......2,1j ==  

λ≤+γ m2
j k    ( ),...2,1,0k;M,...2,1j ==  

( ) λ≤+ε− α m2kaj1   ( ),...2,1,0k;,......2,1j ==  

( ) λ≤+ε+ α m2kaj1   ( ),...2,1,0k;,......2,1j ==  
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( ) λ≤+ε+ α m2kaj1   ( ),...2,1,0k;M,...2,1j ==  

( ) λ≤+ε+ α m2kaj1   ( ),...2,1,0k;,...2M,1Mj =++=  
 

eşitsizliklerini sağlayan (j,k) ikililerinin sayısı sırasıyla ( )λ1N , ( )λ2N , ( )λ3N , ( )λ4N , 

( )λ5N , ( )λ6N , ( )λ7N  olsun. 
( ) ( )2

jj
1

j γ≤γ≤γ   ( ),...2,1j =  olduğundan  
 

( ) ( ) ( )λ≤λ≤λ 12 NNN                                                         (3.12) 
 

dır. Ayrıca 
 

( ) ( ) ( )λ+λ≤λ 431 NNN                                                         (3.13) 
 

( ) m2
1

3 M2N λ≤λ                                                          (3.14) 
 

dır. (3.4) eşitsizliğinden yararlanarak  

( )[ ] ( )
α

α
α+

α
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ε−
λ

+λ
ε−α

≤λ

1

m2
m2

14 a1
.

a1

b2)(N                                        (3.15) 

 

elde edilir. (3.12) (3.13) (3.14) ve (3.15) ten 
 

( )[ ] ( )
m2

1
1

m2
m2

1 .M2
a1

.
a1

b2)(N λ+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ε−
λ

+λ
ε−α

≤λ
α

α
α+

α
                      (3.16) 

 

bulunur. 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )λ−λ=λ≥λ+λ=λ 657732 NNNNNN                        (3.17) 
 

ve  
 

( ) m2
1

6 .M2N λ≤λ                                                          (3.18) 
 

dır. Öte yandan (3.11) eşitsizliğinden yararlanarak  

( )[ ] ( )
m2

1
1

m2
m2

15 1a
.

1a

b2)(N λ−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ε+

λ
−λ

ε+α
≥λ

α
α
α+

α
                       (3.19) 

 

elde edilir. (3.12), (3.17), (3.18) ve (3.19) dan  
 

( )[ ] ( ) ( ) m2
1

1

m2
m2

1 .1M2
a1

.
a1

b2)(N λ+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ε+
λ

−λ
ε+α

≥λ
α

α
α+

α
        (3.20) 

 
 
 

bulunur. (3.16) ve (3.20) den 
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( ) ( )
α

−α−

αα
α
α+

α

λ
α

+λ
ε−

α
+

ε−
≤

λ
α

λ 11

m2
1

11
m2

m2

1

.
b

Ma.
1b21

1

.
a

b2
)(N

( ) ( )
α

−α−

αα
α
α+

α

λ
α

−λ
ε+

α
−

ε+
≥

λ
α

λ 11

m2
1

11
m2

m2

1

.
b

Ma2.
1b21

1

.
a

b2
)(N

 

 

elde edilir. Son iki eşitsizlikten  
 

( )
( )11

m2
m2

1

M
1

1

.
a

b2
)(N

>λ∀ε+
ε−

≤
λ

α

λ
α

α
α+

α

                       (3.21) 

 

( )
( )11

m2
m2

1

M
1

1

.
a

b2
)(N

>λ∀ε−
ε+

≥
λ

α

λ
α

α
α+

α

                       (3.22) 

 

olacak şekilde bir ( )ε= 11 MM  pozitif sayısının var olduğu görülmektedir. Öte yandan   

( ) ( )
1

1

1lim
1

1lim 1010
=

ε+
=

ε− α→εα→ε
 

 

olduğu göz önüne alınırsa  (3.21) ve (3.22) den 
 

1
.

a

b2
)(Nlim

m2
m2

1

=
λ

α

λ

α
α+

α

∞→λ
 

 

ya da  
 

α
α+

α
λ

α
∼λ m2

m2

1 .
a

b2)(N                                                                         (3.23) 

bulunur. ■  
 

Teorem 3.2. ( )xQ  operatör fonksiyonu a), b), ve c) koşullarını sağlıyor ve ∞→j  iken 
α∼γ ajj   ( )∞<α< ,a0  ise ∞→n  iken  

 

α+
α

∼λ m2
m2

n dn  
 

dır. Burada  
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α+
α

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ α
=

α

m2
m2

b2
ad

1

  ,  ( ) ( ) dttcostsinb
2

0

m
1112

∫
π

+−α=  

dır.  
İspat. oL  operatörünün bir nµ  özdeğerinin katlılığı np  olsun. O taktirde  
 

1pqnpq2q1qq nnnnnnn
... +++++ µ<µ<µ==µ=µ<µ , 

nnn pqn1q +≤≤+                                                          (3.24) 
 

olacak şekilde bir nq  doğal sayısı vardır. 
 

( ) α
α+

µ∼+=µ m2
m2

nnnn cpqN                                                         (3.25) 
 

dır. Burada 
αα

= 1

a

b2c  dır. Öte yandan nµ  özdeğerinin np katlılığı  

 

n
m2

j k µ=+γ   ( ),...2,1,0k;,......2,1j ==  
 

denklemini sağlayan  ( )k,j   ( ),...2,1,0k;,......2,1j ==  ikililerinin sayısıdır. 
Dolayısıyla  

m2
1

n
m2

1
nn 21p µ≤+µ<  

dır. Bu bağıntıdan  
 

α
−

α
α+ µ≤

µ
<

1

n
m2

m2

n

n 2
p

0                                                          (3.26) 

 

elde edilir. ∞=µ
∞→ nn

lim  olduğundan  (3.26) dan 
 

0
p

lim
m2

m2

n

n

n
=

µ α
α+∞→

                                                         (3.27) 

 

bulunur. (3.25) ve (3.27) den  
( )

α
α+

α
α+

µ

−µ
=

µ m2
m2

n

nn

m2
m2

n

n

c

pN

c

q
, 

( )
1plim.

c
1

c

Nlim
c

qlim
m2

m2

n

n

n
m2

m2

n

n

n
m2

m2

n

n

n
=

µ
−

µ

µ
=

µ α
α+∞→

α
α+∞→

α
α+∞→

                       (3.28) 

 

elde edilir. (3.24) ten ve ( ) nnn pqN +=µ  eşitliğinden  
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( )
α
α+

α
α+

α
α+

α
α+

µ

µ
=

µ

+
≤

µ
≤

µ

+

m2
m2

n

n

m2
m2

n

nn

m2
m2

nm2
m2

n

n

c

N

c

pq

c

n

c

1q
                        (3.29) 

 

bulunur. (3.25), (3.28) ve (3.29) dan 
 

1
c

nlim
m2

m2

n
n

=
µ α

α+∞→
 

elde edilir.  Buradan  

1
c

n
lim

m2
m2

n

n
=

µ α
α+

∞→
 

ya da  

( )
1

nc

lim
m2
m2

1

n

n
=

µ
α+
α

−
∞→

 

bulunur. Böylece ∞→n  iken  
 

α+
α

α+
α

−
∼µ m2

m2
m2
m2

n nc  

dır. 
αα

= 1
a

b2c  olduğundan  

α+
α

α
α+
α

−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ α
=

m2
m2

1

m2
m2

b2
ac  

dır. Dolayısıyla ∞→n  iken  

α+
αα+

α

α

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ α
∼µ m2

m2m2
m2

1

n n
b2

a
 

ya da  

α+
α

α

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ α
=

m2
m2

1

b2
ad  

olmak üzere  
 

α+
α

∼µ m2
m2

n dn                                                           (3.30) 
 

elde edilir.  
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Bu kez QLL 0 +=  operatörünün ...... n21 ≤λ≤≤λ≤λ  özdeğerleri için 

asimtotik formul bulalım.  ( )xQ  operatör fonksiyonu a), b), c) koşullarını sağlıyorsa  teorem 2.1 

den dolayı  11 HH:Q →  sınırlı ve kendine eş operatördür. Dolayısıyla her 1Hy∈  için  
 
 

( ) 2

HHHHH
11111

yQyQyy,Qy ≤≤  
 
 

ya da 
 

( ) ( ) ( )
111

11 HHHHH
y,yQy,Qyy,yQ ≤≤−  

 

dır. Buradan  
 

IQQIQ
11 HH

≤≤−  
 

elde edilir. Bu nedenle  
 

IQLQLLIQL
11 H00H0 +≤+=≤−  

 

dır. Bu durumda [3] den  
 

11 HnnHn QQ +µ≤λ≤−µ  
 

olduğu bilinmektedir. Buradan  
 

n

H

n

n

n

H 11
Q

1
Q

1
µ

+≤
µ
λ

≤
µ

−  

 

bulunur. Bu bağıntıdan  
 

1lim
n

n

n
=

µ
λ

∞→
                                                                         (3.31) 

 

elde edilir. (3.30) ve (3.31) den  
 

1
dn

.lim
dn

lim
m2
m2
n

n

n

n
m2
m2
n

n
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛ µ
µ
λ

=
λ

α+
α∞→

α+
α∞→

 

 

ya da  ∞→n  iken  
 

α+
α

∼λ m2
m2

n dn  
 

bulunur. ■ 
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