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ABSTRACT

Let R be an associative ring with identity and M be a left R-module unitary. The M-radical of a submodule N
in a R-module M, rad(N) is defined as the intersection of all prime submodules containing N. Various basic
properties of M-radicals are discussed in multiplication modules. We determine the elemens of rad(N).
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ALT MODULLERIN RADIKALLERI UZERINE
OZET
R bir asosyatif ve birimli bir halka ve M bir sol R-modiil olsun. N s M nin has alt modiilii olsun. N yi

iceren biitlin asal alt modiillerin kesisimine N alt modiiliinin M - radikali denir. N alt modiiliiniin

M radikalini rad (N ) ile gosterecegiz. Bu makalede 7" ad (N ) yi elemanlarla belirtmeye ¢alisacagiz.

Anahtar Sozciikler: Asal alt modiiller, radikaller, radikal formiilii.

1. DEGISMELi HALKALAR UZERINDEKi MODULLERIN ALT MODULLERININ
RADIKALLERI

Bu bsliim boyunca biitiin halkalar degismeli ve birimli, modiiller birimsel R -modiildiir. NV ,

R -modil M nin bir alt modiilii olmak iizere (N M ) ZAHH(%) ile R nin
{ reR: v M c N } idealini ifade edecegiz.
Tamm 1.1. N, R -modiil M nin has alt modiilii olsun. Her 7 € R ve her me M igin

rme N olmasi me N veya r € (N M ) olmasmi gerektiriyorsa N ye R -modiil

M nin bir asal alt modiilii denir.
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Lemma 1.2. N, R -modiil M nin asal alt modiilii olmast igin gerek ve yeter sart (N M )
nin R halkasiin asal ideali olmasi ve M%\, nin torsion-free % N: M) -modiil

olmasidir.

Asal alt modiilleri 6rneklerle inceleyelim.
Ornek 1. R halkasinin her asal ideali R -modiil R nin bir asal alt modiilidiir.

Ornek 2. R bir tamlik bolgesi ve T’ (M ), R -modiil M nin has torsion alt modiilii olsun. Bu
halde T (M ), R -modil M nin asal alt modilidiir. Gergekten, O#reR ve
m € M olmak iizere ¥m € T(M) olsun. Bu halde trm = 0 olacak sekilde 0 # ¢ € R
vardir. R tamlik bolgesi oldugundan m € T (M ) oldugu goriiliir.

Lemma 1.2. den NV, R -modiil M nin asal alt modiilii ise (N M ), R nin asal idealidir.
Fakat (N M ), R nin asal ideali ise N nin R -modiil M nin asal alt modiilii oldugunu

genel olarak sdyleyemeyiz. (N M ), R halkasmimn asal ideali iken N nin R -modiil M
nin asal alt modiilii oldugu 6zel durumlari inceleyelim.
N, R-modil M nin has alt modiilii olsun. Her # € R ve her m € M icin

rmeN, mgN olmasi bir n pozitif tamsayisi igin r'"e (N M ) olmasint

gerektiriyorsa /N ye asalimsi alt modiil denir.

Lemma 1.3. N, R -modiil M nin asalims1 alt modiilii olsun. Bu halde N nin asal alt modiil

olmasi i¢in gerek ve yeter sart (N M ) nin R nin asal ideali olmasidur.

Tamm 1.4. M bir R -modiil olsun. M nin her N alt modiili /, R halkasmn bir ideali
olmak iizere N = IM seklinde ifade edilebiliyorsa M ye ¢arpimsal modiil denir.

M bir carpimsal R -modiil ve N, M nin alt modiilii olmak iizere (N M ), R
nin asal ideali iken N nin R -modiil M nin asal alt modiilii oldugunu gosterelim. Tk olarak su

lemmay1 inceleyelim.

Lemma 1.5. M bir R -modiil ve N, M nin has alt modiilii olsun. N nin asal alt modiil
olmasi igin gerek ve yeter sart / , R nin bir ideali ve D, M nin bir alt modiilii olmak iizere
ID < N olmas: I < (N M ) veya D C N olmasini gerektirmesidir.

Lemma 1.6. M carpimsal R -modiil olsun. Bu halde, N nin asal alt modiil olmas: igin gerek

ve yeter sart (N M ) nin R nin asal ideali olmasidir.
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Onerme 1.9. M bir R -modiil ve N ,M nin has alt modiilii olsun. Eger N, M nin bir
maksimal alt modiilii ise asaldir.
ispat. N, M nin maksimal alt modiilii olsun. ¥ € R,m € M olmak iizere ¥rm € N ve

m& N  oldugunu kabul edelim. Bu haldle N+Rm=M ~ve boylece
rM =rN + Rrm N dir. Buise N nin asal alt modiil oldugunu belirtir.

Sonu¢. M sonlu iiretilmis R -modiil olsun. Bu halde, M nin her has alt modiilii bir asal alt
modiilde igerilir.

Tammm 1.11. M bir R -modiil ve N, M nin has alt modiilii olsun. Eger bir P asal alt
modiiliicin N < P ve P bu 6zellikte en kii¢iik asal alt modiil ise, P ye N alt modiiliniin

minimal asal alt modiilii denir. (0) alt modiiliiniin minimal asal alt modiilii, M nin minimal
asal alt modiilidiir.

Onerme 1.12. M bir R -modiil ve N, M nin alt modiilii olsun. Eger N alt modiilii
M nin P asal alt modiiliinde icerilirse, /N nin minimal asal alt modiili P de igerilir.

Sonu¢. M sonlu iiretilmis R -modiil olsun. M nin her has alt modiilii en az bir minimal asal
alt modiil igerir.

Tamm 1.13. M bir R -modiil ve N, M nin has alt modiilii olsun. N yi igeren biitiin asal
alt modiillerin kesisimine N alt modilinin M - radikali denir. N alt modilinin M -

radikalini rad (N ) ile gosterecegiz. Ozel olarak,, rad (0) ye de M nin asal radikali denir
ve biitlin asal alt modiillerin kesigimidir.

Teorem 1.14. M sonlu iiretilmis R -modiil ve N, M nin has alt modiilii olsun. N nin

M -radikali, N nin minimal asal alt modiillerinin kesigimidir.
Onerme 1.15. N ve L s R -modiil M nin alt modiilleri olsunlar. Bu halde

MmN c rad(N)

Q?) rad(N N L) C rad(N)m rad(L)

@) M garpimsal R -modiil olmak iizere 7ad(N M L) = rad(N ) rad(L)
@) I , R halkasinin bir ideali olmak iizere rad (IM ) =rad (\/7 M ) dir.

(5) I , R nin bir ideali olmak iizere rad (] "M ) =rad (IM ) dir.

ispat. (1) ve (2) dogru oldugu acikca goriiliir.
A3) rad(N M L) =M oesitligi var ise rad(N) = rad(L) =M ve boylece
rad(N N L) =rad(N)n rad(L) oldugu goriilir. Simdi,
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rad(N N L) # M oldugunu kabul edelim. Bu halde N ML C P olacak sekilde bir P
asal alt modiilii vardir. N ML < P olmas (N M )ﬁ (L M ) - (P M ) olmasini
gerektirir. (P M ) asal ideal oldugundan dolay1 (N M ) - (P M ) veya
(L M ) c (P M ) olmasimi gerektirir. M nin garpimsal modiil oldugunu kabiiliimiizden
biliyoruz. Bu halde, N = (N M )M C (P M )M =P veya
L= (L M )M c (P M )M =P oldugu goriliir. Boylece
rad(N)rad(L) c rad(N N L)dir. 2) den rad(N N L) = rad(N) ~rad(L)

sonucunu elde ederiz.
@ rad(IM) c rad (\/TM) dir. rad(IM) =M ise rad(]M) = rad(ﬁM)
oldugu agikea goriilebilir. Bu halde #ad (IM ) # M oldugunu kabul edelim. Boylece IM vy
ieren p -asal P alt modiilii vardir ve 1 < (IM :M)c (P:M)=p dir. Bundan
dolays, \/7 c P ve boylece ﬁ M < pM < P dir. IM vyi igeren her P asal alt modiilii
igin rad (\/7 M ) cP dir. rad (\/7 M ) c rad(IM) ve

rad (\/7 M ) = rad(IM ) dir.

©) NITEN oldugundan  rad (I "M )= rad (\/1_” M )= rad (\/7 M )= rad(IM )

esitligi vardir.

Genel olarak bir R -modiil M nin radikalini elemanlarla belirtmek zordur. Bu
konuyla ilgili birgok ¢alisma vardir. Bu ¢aligmalardan elde edilen iki sonucu verelim.

Teorem 1.16. M sonlu iiretilmis, carpimsal R -modiil ve N ,M nin has alt modiilii olsun.

Bu halde rad(N)=/(N : M)M dir.

Teorem 1.17. R bir Dedekind bélgesi ve M bir R -modiil olsun. Bu halde
rad(M):{ m =rm+tomyt.. +r,m, : e R, me M ver‘m=0 (1 <i< n)} dir.

2. DEGISMELI OLMAYAN HALKALAR UZERINDEKI MODULLERIN, ALT
MODULLERININ RADIKALI

Tamm 2.1. M sol R -modiil ve N, M nin has alt modiilii olsun. Her # € R ve m € M

icin Y"Rm < N olmas1 m € N veya v € (N M ) olmasimi gerektiriyorsa N ye M nin
asal alt modiilii denir.
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Onerme 2.2. M birsol R -modiil ve N, M nin has alt modiilii olsun. Bu halde N nin asal

alt modiil olmasi igin gerek ve yeter sart /N yi has olarak iceren M nin her K alt modiilii igin

(N : K) = (N : M) olmasidir.

Tamm 2.3. R bir halka ve M bir sol R -modiil olsun. Herhangi m € M igin,
Ann(m) = { reR:rm= 0} sol idealine 7 elemaninin annihilatorii denir. Ayrica,
Ann (M ) = { reR:.rM = 0} idealine A  nin annihilatérii  denir. Eger
Ann(M) =0 ise M vye faithful denir.

Tamim 2.4. Sol R -modiil M ye her sifirdan farkli alt modiilii faithful ise fully faithful denir.

Teorem 2.5. M bir sol R -modiil ve N, M nin has alt modiilii olsun. N nin asal alt modiil
olmasi i¢in gerek ve yeter sart (N M ) = P nin R halkasimn bir asal ideali olmas1 ve sol

% - modiil M%\] nin fully faithful olmasidir.

N,M nin has alt modilii olsun. N nin radikalini NV de icerilen tim asal alt

modiillerin kesisimi olarak tammlayacagiz ve rad (N ) ile gosterecegiz. Bu boliimde kalitsal

halkalar tizerindeki modiillerin radikalini elemanlarla belirtmeye ¢alisacagiz.

Tamm 2.6. R bir halka ve M bir sol R -modiil olsun. Bununla beraber v, e R ve
meM (i=1,23,.) o Egr r,m erRrm, 1, €rRr
( i=1,2,3,.. ) olacak sekilde her nm,,r,m,,r,m,,... dizisi sifirla bitiyorsa M nin nm

elemanma Kkuvvetli nilpotent denir. W(M ) ile sol R -modiill M nin kuvvetli nilpotent
elemanlari tarafindan {iretilen alt modiiliinii gosterecegiz.

Lemma 2.7. R bir halka ve M bir sol R -modiil olsun. Bu halde W(M ) c rad (M ) dir.
Ispat. " e R ve m e M olmak iizere nm, & rad (M ) oldugunu kabul edelim.
Bu halde, 71/, nin kuvvetli nilpotent olmadigim gostermek yeterlidir. KM, & rad (M )
oldugundan dolayr 1, & N olacak sekilde N asal alt modiilii vardir. N asal altmodiil
oldugu i¢in I’lRl”lm1 & N ve boylece r,m, & N olacak sekilde rm, € I”lRl”lm1 elemant
vardir. Benzer sekilde N asal alt modiil oldugundan dolay: I”2R7‘2ml @ N ve boylece

rm, & N olacak sekilde m, € I”zRVZI’I’l1 elemani vardir. Bu halde 7, € l’;.Rr;. ve
r,.m e rl.er.ml (i = 1,2,3,...) olacak sekilde #m,,7,Mm,,1;M,,... dizisi vardir ve sifirla

sonuglanmaz. Bu ise 7,777, nin kuvvetli nilpotent olmadiim gosterir.
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Lemma 2.8. R bir halka ve M bir m € M i¢cin M = Rm olacak sekilde devresel R -
modiil olsun. Ayrica P, R halkasmm bir asal ideali ve Ann(m) C P olsun. Bu halde

Pm, M nin asal alt modiiliidiir ve P = (Pm M ) dir.

ispat. e€ M ve r € R olsun. Bunula beraber bir § € R igin € = sm olmak iizere
rRe < Pm olsun. Bu halde 7Rsm < Pm dir. Ann(m) C P oldugu igin ¥rRs < P
ve boylece ¥ € P veya s € P dir. Buise ¥*M =rRm < Pm veya e = sm € Pm

olmasimn gerektirir. Bdylece Pm asal alt modiildiir.

Pc (Pm M ) oldugunu  gérmek  kolaydir. Ispati  tamamlamak icin
(Pm M ) c P oldugunu gosterelim. Bunun igin # € (Pm M ) oldugunu kabul edelim.
Bu halde #Rm < Pm dir. Ann(m) C P oldugundan dolay1 7R < P ve boylece ¥ € P
dir.
Teorem 2.9. R bir halka ve M bir m, € M i¢in M = le olacak sekilde devresel R -
modiil olsun. Bununla beraber Ann(ml) c rad(R) olsun. Bu halde rad(M) = W(M)
dir.
Ispat. Lemma 4.2 vasitasiyla W(M ) c rad (M ) oldugunu biliyoruz. Bu halde
rad (M ) (- W(M ) oldugunu gostermek yeterlidir. Pl(l el ) lar R nin asal idealleri ve
Piml alt modilleri M  nin asal altmodiilleri olmak iizere rad (M )c
ﬂ(le) :(ﬂPz‘ ym, = rad (R)ml oldugu goriiliir. rad (R) , R halkasmin kuvvetli

iel iel
nilpotent elemanlarindan olustugu igin, rad (R )ml her eleman1 kuvvetli nilpotenttir. Bu halde

rad(R)m, < W(M ) veviylece rad(M ) < W (M) dir.

Onerme 2.10. R bir halka ve M bir sol R - modiil olsun. Eger N, M nin altmodiilii ise
W(N)c W (M) dir

Ispat. Ispat aciktir.

Lemma 2.11. R bir halka ve M bir sol R -modiil olsun. Bu halde rad (N ) c rad (M )
dir.

ispat. P, sol R -modiil M nin asal alt modiilii olsun. N — P ise rad (N ) c P dir. Bu

halde N & P oldugunu kabul edelim. Boylece /N M P alt modiilii N nin asal alt modiilii
olur. Gergekten, r e R,n eN olmak lzere rRnc NN P ve

ré& (N NP:N ) = (P N ) oldugunu kabul edelim. Bu halde P asal alt modiil oldugu igin
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n € P veboylece n € N NP dir. Bu ise rad(N) c NN P c P oldugunu gbsterir.
Sonug olarak rad (N ) c rad (M ) oldugunu gorebiliriz.

Lemma 2.12. R bir halka ve M , Nl. ( i€ 1) lar alt modiil olmak iizere M = @ ]\71 direk
iel

toplam olsun. Bu halde rad (M ) = @1 rad (N l.) dir.
e

ispat. Lemma 2.11 vasitasiyla her i € I i¢in rad (N l.) c rad (M ) dir. Bu halde
® rad (N l.) crad (M ) oldugu gorliir. meM olmak lizere

iel

m=Sm e

iel

@ rad (Nl) oldugunu kabul edelim. Bu bize m, & rad (N k) olacak

iel

sekilde kel oldugunu belirtir. Bu halde N ko N ¢ mn asal alt modili olmak iizere

m, & N ¢ oldugunu goriiriiz. Simdi K=N k* @(@N l.) oldugunu kabul edelim. Bu
i#k

halde K asal alt modiildiir. Gergekten, 7 € R ve § = ZSi € M olmak iizere ¥Rs < K
iel

olsun. Bu halde rRsk c N p dir N ¢ altmodiilii N ¢ hin asal alt modiilii oldugundan

S, € Nk veya I’Nk c Nk oldugunu ve béylece § € K veya ¥M K oldugunu

soyleyebiliriz. Bununla beraber # & K oldugundan dolay;, m & rad (M ) dir. Sonug

olarak rad (M) =®@rad (Nl) dir.

iel

Lemma 2.13. R bir halka ve M , rad (M ) = W(M ) olacak sekilde bir sol R -modiil
olsun. Bu halde M nin direk toplamindaki herbir N alt modiilii i¢in 7ad (N ) = W(N ) dir.

ispat. Sol R modiil M nin bir K alt modiilii icin M = N @ K oldugunu varsayalm.
Lemma 4.2 vasitasiyla W(N )C rad (N ) oldugunu biliyoruz. Ispati tamamlamak igin
rad (N ) C W(N ) oldugunu ispatliyalim. Bunun i¢in #71 € rad (N ) oldugunu kabul
edelim. Bu halde lemma 4.6 vasttasiyla m € rad (M ) dir. Varsayimmmizdan dolay1
ie{ 1,2,3,...,n } ve x,e N,y, e K.,rm, =rx, +ry,, a,,a,,..,a, € R olmak
iizere M = a,r,m, +a,r,m, +...+a,r,m, dir. Bu toplamda her I € {1,2,3,...,71} i¢in
rm, elemanlarinin ~ kuvvetli  nilpotent  oldugunu  biliyoruz.  Bundan  dolayi,
m=anx, +a,r,x, +...+a,rx, +any +a,r,y, t..+a,ry, esitigi clde edilmis

olur ve bdylece
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m—(anx, +a,n,x, +...+a,r,x, )=any, +a,ny, +..+a,r,y, € N  sonucunu

elde ederiz. Bu halde, m = a1 X, + a,r, X, +...+a,r,x, ve bdylece m € W(N) dir.

nn-n

Lemma 2.14. R bir halka ve M , projektif R -modiil olsun. Ayrica her m € M igin
Ann(m) c rad (R) oldugunu kabul edelim. Bu halde rad (M ) = W(M ) dir.

ispat. Bir serbest ' modiilii icin, M projektif modiilii bu F' modiiliiniin direk toplaminda

bulunacak sekilde varligini biliyoruz. E (i el ) alt modiilleri devresel alt modiiller olmak iizere

F=0 E esitligi vardir. Lemma 2.12 den rad (F ) = ®rad (E) esitligi vardir. Fakat her
iel

iel
iel ign md(E) = W(E) C W(F) oldugundan md(F) C W(F) dir. Bundan
dolay1 rad (F ) = W(F ) dir. Lemma 2.13 vasitasiyla rad (M ) = W(M ) esitligi vardir.

Tamm 2.15. Bir R halkasinda tiim sag ve sol idealler projektif R -modiil ise R ye kalitsal
halka denir. R halkasi sag ve sol Noetherian ise kisaca Noetherian olarak adlandiralacaktir. Bir

R halkasi kalitsal, Noetherian, sag Artinian degil ve asal ise R halkasii K/NA -halkas1 olarak
adlandiracagiz.

Teorem 2.16. R bir KNA -halkasi ve M sonlu iiretilmis R -modiil olsun. Bununla beraber
her m € M igin Ann(m) C rad(R) olsun. Bu halde rad(M) = W(M) dir.

ispat. W(M ) c rad (M ) oldugunu biliyoruz. M ; (i el ) lar projektif veya devresel
modiiller olmak iizere M = @Mi dir. Bu halde raa’(M) = ie@{rad(Mi) =iE@IW(Mi)

iel

c W(M) dir. Sonug olarak rad(M) = W(M) dir.

Lemma 2.17. R bir halka, M ve S sol R-modiiller olsunlar. Ayrica f M —> S

¢ekirdegi K olan érten homomorfizma olsun. Bu halde M nin K y1 igeren asal alt
modiilleriyle S nin asal alt modiilleri arasinda bire bir esleme vardur.

ispat. NV, M nin gekirdek K y1 igeren asal alt modiilii olsun. # € R ve m € M olmak
iizere TRf (m) cf (N ) fakat f (m) ¢ f (N ) olsun. f (N) nin asal alt modiil oldugunu
gostermek  i¢in rS c f (N ) kapsammin gerceklendigini gdstermek yeterlidir.
f (rRm) C f (N ) oldugundan dolay1, "Rm— N < K ve bdylece
rRmc K+ N =N ve mg&N dir. N asal alt modiil oldugundan dolay1 *M < N
dir. Buhalde 7S =71 (M )= f(rM ) = f(N) dir.

Tersine L sol R -modiil S nin asal alt modiilii olsun. Bununla beraber, € M ve

re R olmak iizere FRtC f_l(L) ve ¢ f_l(L) olsun. Bu halde
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f(l"Rl‘) c f(f_l(L)) c L ve boylece I”Rf(l‘) c L dir. L asal alt modil ve
f (t ) gL oldugundan 7S < L ve béylece I’f (M ) c L dir. Bu ise
™M f _l( f (VM )) c f _I(L) olmasini gerektirir.

Tamm 2.18. R bir halka ve M bir sol R -modiil olsun. Eger M ninher N alt modiilii igin
rad( M%V )=W( M%V) ise M ye radikal formiilii saghyor denir.

Tamm 2.19. R bir halka, M bir sol R -modiil ve N, M nin alt modiilii olsun. Herhangi

r€R vemeM igin YrRrm < N olmas1 ¥m € N olmasim gerektiriyorsa N ye yar
asal alt modiil denir.

N alt modiilii asal alt modiillerin kesisimi ise /N nin yar asal oldugu agiktir. Fakat
yarl asal alt modiiliin asal alt modiillerin bir kesisimi olarak yazilip yazilmadig:r bir agik
problemdir. Bu problemin 6zel bir halde ispatin1 yapalim.

Teorem 2.20. R bir halka ve M bir sol R -modiil olsun. Eger M radikal formiilii sagliyorsa
M nin her yar asal alt modiilii asal alt modiillerin kesisimidir. Ayrica, W(% ( M) =01}

dir.

ispat. N, M nin yar asal alt modiilii olsun. Bu halde W(%)Z{a} dir. Gergekten,
AS R,m1 € M olmak iizere nm, & N ise i =1,2,3,... ve rm, & N olacak sekilde
Km,,r,m,,... dizisi vardir. Bu halde 7| ;1, % nin kuvvetli nilpotent eleman1 degildir.
Varsayimimizdan rad (%):{ (_) } dir. Lemma 2.17 den N, M nin asal alt modiillerinin
kesisimidir. Bunun yaninda, W(M )= rad (M ) olmast W(M ) nin yari asal olmasi

anlamina gelir. Bundan dolay1 W( % ( M) )={ (_) }.
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