
g m o n g s t t h e m s e l v e s , h a v e bee 

m a r t i a l d i f f e r e n t i a l e q u a t 

n be d e r i v e d f r o m a g e n e r a ! 

De ( 1 9 8 7 ) a n d more r e c e n t 

che f a c t o r s - c o n s i d e r a t i o n b y 

o l u t i o n s f o r t h e F o k k e r -

t o t h e s e s t o c h a s t i c p a r t . 

t h i s s p r e a d i n g p o p u l a t i o n 

2 s o l i t a r y wave o r as th< 



1 . INTRODUCTION 

The s t u d y o f t h e g r o w t h o f t h e i n t e r a c t i n g p o p u l a t i o n s 

t h a t s p r e a d i n t h e r e g i o n o f s p a c e i s g e n e r a l l y done w i t h 

t h e h e l p o f e i t h e r t h e d e t e r m i n i s t i c e q u a t i o n s o f r e a c t i o n -

d i f f u s i o n t y p e o r b y t h e s t o c h a s t i c p a r t i a l d i f f e r e n t i a l 

e q u a t i o n s . T h e s e s t o c h a s t i c p a r t i a l d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s 

a r e c o n s t r u c t e d f r o m t h e c o r r e s p o n d i n g d e t e r m i n i s t i c 

e v o l u t i o n e q u a t i o n s o f r e a c t i o n d i f f u s i o n t y p e d e s c r i b i n g 

s u c h a p o p u l a t i o n s y s t e m , b y t h e p e r t u r b a t i o n o f a l l o r some 

o f t h e p a r a m e t e r s o f t h e e q u a t i o n s w i t h t h e w h i t e n o i s e s . 

T h u s , t h e d e t e r m i n i s t i c e q u a t i o n s a r e p r i m a r i l y i m p o r t a n t i n 

t h e s t u d y o f a n e c o - s y s t e m s i n c e t h e y a r e t h e b a s i c 

i n g r e d i e n t s f o r t h e s t o c h a s t i c m o d e l t h a t may be more 

r e l e v a n t t o t h e a c t u a l s i t u a t i o n s f o r t h e s y s t e m ; a p a r t f r o m 

t h e i r own m e r i t o f d e s c r i b i n g t h e e c o - s y s t e m i n a s i m p l e r 

way. H e r e , we s h a l l s t u d y t h e e q u a t i o n s o f b o t h t h e t y p e s 

f o r a t w o - s p e c i e s s p r e a d i n g p o p u l a t i o n w i t h a s p e c i a l k i n d 

o f i n t e r a c t i o n among t h e m . B u t , i n t h e p r e s e n t c a s e we s h a l l 

b e g i n w i t h t h e s t o c h a s t i c e q u a t i o n s g e n e r a t e d f r o m a more 

g e n e r a l m o d e l p r o p o s e d e a r l i e r b y t h e p r e s e n t a u t h o r (De, 

19 8 7 ; 1 9 9 1 ; 1 9 9 5 ) and t h e n d i s c u s s t h e c o r r e s p o n d i n g 

d e t e r m i n i s t i c e q u a t i o n s t h a t a r i s e , a s t h e ^ b y p r o d u c t ' i n 

t h e a p p r o x i m a t e e v a l u a t i o n o f t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s 

i n t h e s t o c h a s t i c c a s e s . Of c o u r s e , t h e s e e q u a t i o n s a r e 
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t h e m s e l v e s r e l e v a n t f o r t h e t w o - s p e c i e s p o p u l a t i o n b e c a u s e 

t h e y c a n d e s c r i b e t h e d e t e r m i n i s t i c n a t u r e o f t h e p o p u l a t i o n 

g r o w t h a n d p a t t e r n . 

I n s e c t i o n 2, we i n t r o d u c e t h e s t o c h a s t i c e q u a t i o n s f o r 

t h e t w o - s p e c i e s p o p u l a t i o n , t h a t can be d e r i v e d f r o m t h e 

g e n e r a l m o d e l . I n s e c t i o n 3, t h e s o l i t a r y wave as w e l l as 

t h e p e r i o d i c s o l u t i o n s f o r t h e s t a t i o n a r y c a s e s o f t h e 

F o k k e r - P l a n c k e q u a t i o n s c o r r e s p o n d i n g t o t h e s e s t o c h a s t i c 

e q u a t i o n s h a v e b e e n o b t a i n e d . I n s e c t i o n 4, t h e 

c o r r e s p o n d i n g d e t e r m i n i s t i c e q u a t i o n s h a v e b e e n i n t r o d u c e d 

as t h e t o o l f o r a p p r o x i m a t e e v a l u a t i o n o f t h e t r a n s i t i o n 

p r o b a b i l i t i e s . I n t h e s u b s e q u e n t s e c t i o n , t h e s o l i t o n t y p e 

s o l u t i o n s o r s t e a d y waves a r e shown t o be t h e p o s s i b l e 

s o l u t i o n s i f t h e p a r a m e t e r s o f t h e m o d e l s a t i s f y some 

r e l a t i o n s among t h e m s e l v e s . 

2. THE STOCHASTIC EQUATIONS FOR TWO-SPECIES POPULATION 

I t h a s b e e n shown e a r i l i e r {De, 1987; 1 9 9 1 ; 1995) t h a t 

t h e p o p u l a t i o n d e n s i t y o f t h e i t h s p e c i e s , X i ( x , t ) { i = l , 2, 

, n ) a t t i m e t a n d a t t h e s p a c e p o i n t x o f R n (n=2 o r 3 ) , 

s a t i s f y t h e f o l l o w i n g b a s i c e q u a t i o n s 

a X i ( x , t ) 6S 
+ r\± ( x , t ) ( 1 at 5x 3 

i = 1- 2, , n) 
g 

Where S i s f u n c t i o n a l o f X i *s a n d — — s t a n d s f o r t h e 
oX^ 
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f u n c t i o n a l d e r i v a t i v e w.r. t o X i . The v a r i a b l e s r|j (x, t ) a r e 

c h a r a c t e r i z e d b y t h e f o l l o w i n g s t a t i s t i c a l p r o p e r t i e s : 

<TI± ( x , t ) > = 0 

The b r a c k e t s mean t h e a v e r a g i n g o v e r r j i ' s w i t h t h e G a u s s i a n 

p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n . I t has been shown t h e r e t h a t t h e 

p o p u l a t i o n d e n s i t i e s a r e c o n n e c t e d w i t h t h e ' r a n d o m c a u s e s ' 

f o r t h e s y s t e m a n d t h e s e r a n d o m v a r i a b l e s a r e s u p p o s e d t o 

d e s c r i b e t h e s t o c h a s t i c p r o c e s s e s t o I t o ( o r d i f f u s i o n a l ) 

t y p e . 

The d i f f e r e n t c h o i c e s f o r t h e f u n c t i o n a l S c a n p r o d u c e 

t h e g o v e r n i n g s t o c h a s t i c p a r t i a l d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s f o r 

d i f f e r e n t s y s t e m s o f p o p u l a t i o n s w i t h o r w i t h o u t i n t e r a c t i o n 

among t h e s p e c i e s . P r e s e n t l y , we w a n t t o s t u d y a t w o - s p e c i e s 

s p r e a d i n g p o p u l a t i o n w i t h a s p e c i a l k i n d o f i n t e r a c t i o n 

among t h e m f o r w h i c h t h e c h o i c e o f t h e f u n c t i o n a l S w i l l be 

t h e f o l l i w i n g : 

< r j i ( x , t ) r,j (x' , t ' ) > = 2 Si 5j (x - x' ) 8 ( t - f ) (2) 

V 

- a 2 ( X 2 ( x , t ) ) 2 + 2 a i ( X i i x , t ) ) 3 + 2a2 

3K2 
( X 2 ( x , t ) ) 3 

3K 3 

+ e ^ i X x i x , t ) X 2 ( x , t ) r ] dx (3) 
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w h e r e d x , d2 a r e t h e d i f f u s i o n c o e f f i c i e n t s , a i , a2 a r e t h e 

i n t r i n s i c g r o w t h r a t e s and K l f K 2 a r e c a r r y i n g c a p a c i t y 

p a r a m e t e r s f o r t h e c o r r e s p o n d i n g s p e c i e s . £12 i s t h e 

i n t e r a c t i o n p a r a m e t e r s . T h i s f u n c t i o n a l c a n r e s u l t t h e 

f o l l o w i n g s t o c h a s t i c e q u a t i o n s f o r t h e p o p u l a t i o n u n d e r 

d i s c u s s i o n . 

dXi ( x , t ) X i ( x , t ) 
_ — — - = d i V 2 X i ( x , t ) + a i 1 — — — - — X i { x , t ) 

at Ki 

- e 1 2 ( X i ( x , t ) X j i x , t ) ) 2 + T u ( x , t ) ( 4 ) 

( i = 1 , 2 ; j * i , j = 1, 2) 

The e x i s t e n c e r e s u l t s f o r a s i m i l a r c l a s s o f t h e s t o c h a s t i c 

d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s h a v e b e e n c o n s i d e r e d b y Da P r a t o 

( 1 9 8 3 ) a n d Da P r a t o , e t a l . ( 1 9 7 9 ; 1 9 8 2 ) . 

3 . THE STATIONARY SOLUTIONS OF THE FOHKER-PLANCK EQUATION 

The F o k k e r - P l a n c k e q u a t i o n c o r r e s p o n d i n g t o t h e 

s t o c h a s t i c d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s ( 1 ) c a n be d e r i v e d (De, 

1987) i n t h e f o l l o w i n g f o r m : 

dp ^ , 5 5 SS 

w h e r e P i s t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t y , 

P = P (X' , t ' I X" , t " ] ( 6 ) 
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The e q u i l i b r i u m o r s t a t i o n a r y s o l u t i o n s o f t h e F o k k e r - P l a n c k 

e q u a t i o n (5) c a n be shown (De, 1987) t o be o f t h e f o r m : 

P e q
 s C c e x p {-S [ X ] } 

(7) 

X = (Xj., X 2, , X n) 

Where C Q i s t h e n o r m a l i z a t i o n c o n s t a n t . T h u s , t h e s t a t i o n a r y 

s o l u t i o n o f t h e F o k k e r - P l a n c k e q u a t i o n c o r r e s p o n d i n g t o t h e 

s t o c h a s t i c e q u a t i o n s (4) d e s c r i b i n g t h e t w o - s p e c i e s 

i n t e r a c t i n g a n d s p r e a d i n g p o p u l a t i o n , i s g i v e n b y { u s i n g t h e 

f u n c t i o n a l S f o r s u c h s y s t e m , as g i v e n i n ( 3 ) ) . 

P e q - Co e x p - ~ \ [ d i { V x ! ( x , t ) ) 2 + d 2 ( V x 2 ( x , t ) ) 2 

2ct 
- cti ( X i i x , t } ) 2 - a 2 ( X 2 ( x , t ) ) 2 + — * ( X i ( x , t ) ) 3 

+ ( X i ( x , t ) ) 3 + e 1 2 ( X i < x , t ) ) 2 X 2 ( x , t ) ) 2 ] dx ( 8) 

orv2 

F o r s u c h s i t u a t i o n , we m u s t h a v e 

2a! .. 3 

d i ( V X i T + d 2 ( V X 2 r - a i X i - a 2 X 2 + 3K a 

3K 5 

+ X 2 + 8i2 X! X 2 

be i n d e p e n d e n t o f t i m e i n t h e r e g i o n c o n c e r n e d , i . e . , V o f 

R n ( n = 2 o r 3 ) . L e t us c o n s i d e r t h e t w o - d i m e n s i o n a l c a s e . 

The a b o v e e x p r e s s i o n w i l l be e q u a l t o i t s i n i t i a l v a l u e 

o b t a i n a b l e f r o m t h e i n i t i a l v a l u e s o f X l f X 2, VXi and Vx 2. 

L e t t h i s i n i t i a l v a l u e o f t h e a b o v e e x p r e s s i o n be 4<=(X), 

t h a t i s , we w r i t e 
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d i ( V X i ) 2 + d 2 ( V X 2 K - cxiXÎ - a 2X^ + X 2 a i 3 

3^T X l 

+ ^ ~ xl + Ei2 Xl Xj = <(i0 (x) ( 9 ) 

I f we s e e k t h e s o l u t i o n s o f t h i s e q u a t i o n w i t h t h e 

p a r a m e t e r s s a t i s f y i n g d i f d 2 > 0 , a i > 0 , a 2 > 0 and K i , K2 > 

0, t o be o f t h e f o r m : 

X i = X i ( u ) , i = 1 , 2 
( 1 0 ) 

Where u = ax + b y - c t 

And t a k e t h e f u n c t i o n <j>0 (X) = 0, we c a n a c h i e v e t o t h e 

s o l i t i o n o r s t e a d y wave s o l u t i o n s . W i t h ( 1 0 ) , t h e e q u a t i o n 

( 9 ) becomes 
d X i o d x 2 i o •> 2 2 

> 2 + d 2 + ( - r ~ ) 2 ( a 2 + b 2 ) - a i X i - a 2 X 2 d u ' z 1 du 

2 a i 3 2 a i , 2 + X i + X 2
3 6 i 2 X i 3 . - 0 (11) 

a n d we h a v e t h e s o l u t i o n 

X i Si 
Sech . a u ) (12) 

X 2 5 2 

Where 5 l f 5 2 a n d X s a t i s f y t h e f o l l o w i n g e q u a t i o n s 

r s 3 + f i s 3 = ° 

K i i f\ 2 2 

X2 ( a 2 + b 2 ) ( d i S 2 ! + d 2 8 2
2) = a i o 2 i + a2£2 (13) 

a n d e 1 2 &f5 2" = o-i 5 i + a 2 8 2
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A s e t o f s o l u t i o n s o f e q u a t i o n s ( 1 3 ) f o r 6 i ' b2 2 n d X i s 

g i v e n b y 

. _ r a i + a 2 P •] 
~ L ( a * + b 2 ) ( d ! + p 2 / 3 d 2

 J 

61 = [ J (14) 

r a i + a 2 p 2 / n 1/2 
5 2 = [ ] 

ei2 

a i K 2 

w h e r e p = - > 0 
a 2 K i 

F o r r e a l v a l u e s o f 81 a n d 5 2 we m u s t h a v e e i t h e r K i a 2 t K 2 o i 2 > 0 

a n d £12 >0 o r Ki a i + f ^ a 2 < 0 and £12 < 0. I n t h e l a t t e r c a s e , we 

h a v e i m a g i n a r y X and h e n c e we h a v e t h e p e r i o d i c (wave) 

s o l u t i o n s f o r X i a n d X 2 i n s t e a d o f s o l i t a r y wave s o l u t i o n s . 

4. THE APPROXIMATE TRANSITION P R O B A B I L I T I E S AND THE 
DETERMINISTIC EQUATIONS. 

Now, we d e s c r i b e how t h e d e t e r m i n i s t i c e q u a t i o n s f o r 

t h e e c o - s y s t e m s become r e l e v a n t i n t h e a p p r o x i m a t e 

e v a l u a t i o n o f t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t i e s o f t h e s y s t e m 

w h i c h i s d e s c r i b e d b y t h e s t o c h a s t i c e q u a t i o n . T h i s m e t h o d 

was o r i g i n a l l y a p p l i e d b y I n a g a k i ( 1 9 8 2 ) i n t h e p r o b l e m o f 

r a n d o m m u t a t i o n s i n s t o c h a s t i c E i g e n m o d e l a n d l a t e r b y De 
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( 1 9 8 4 ) i n a n o n - l i n e a r m o d e l o f p o p u l a t i o n s y s t e m . The 

e s s e n t i a l p o i n t o f t h i s m e t h o d i s t o f i n d a s e t o f l o c a l l y 

s t a b l e p o i n t s o f t h e e x p o n e n t i n t h e f o l l o w i n g p a t h i n t e g r a l 

s o l u t i o n o f (5) f o r t h e t r a n s i t i o n p r o b a b i l i t y : 

1 
P[X' , t ' |X" , t " ] = c Í e x p { - — 1 d t A (X, X, t ) } D [ X ( t J ] 

¿ t" 
(15) 

w i t h t h e b o u n d a r y c o n d i t i o n s 

Xi ( x , t ' ) = X i' ( x ) 
( 1 6 ) 

X i ( x , t " ) = X i " ( x ) 
1 . r . 5S , 

a n d a (X, X, t ) = — J dx X { X i ( x , t ) + — — } 2 (17) 
2 1 5 X i ( x , t ) 

dX • 
w i t h Xi = — - a n d C i s a n o r m a l i z a t i o n c o n s t a n t . 

at 

I n f a c t , t h i s s e t o f l o c a l l y s t a b l e p o i n t s w i l l 

d e t e r m i n e t h e s p e c i a l p a t h f r o m a l l t h e p o s s i b l e p a t h s 

i n d i c a t e d i n (15) a n d t h u s , t h e y f o r m a c l a s s o f s o l u t i o n s 

w h i c h s a t i s f y t h e c o n d i t i o n (De, 1 9 8 7 ) . 

&tt = 0 ( 1 8 ) 

w h e r e ff = J d t iff dx ( 1 9 ) 
t" 

~, i as 2 

w i t h ff= ~ 2. X ± ( x , t ) + (20) 
Ô X i ( x , t ) 

I t h a s b e e n p r o v e d t h e r e t h a t t h e v a r i a t i o n a l e q u a t i o n 

(18 ) c o r r e s p o n d s t o t h e f o l l o w i n g E u l e r - L a g r a n g e t y p e 

e q u a t i o n s . 
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5 U d 8 U , dtf 
_ _ ( j + v 2 ( — — = ) = 0 (21) 
dXi at axi a ( v 2 X i 

( i = 1, 2 , n) 

F o r t h e s i n g l e - s p e c i e s p o p u l a t i o n , we h a v e 

1 , . 
f/= — { X ( x , t ) - dV 2X ( x , t ) - a x ( x , t ) 

a 7 12 
+ X 2 ( x , t ) } is 

a n d i t c a n be shown t h a t f o r t h i s c a s e t h e e q u a t i o n (21) i s 

e q u i v a l e n t t o t h e f o l l o w i n g c o u p l e d e q u a t i o n s : 

Y = X - dV 2X - aX + - | r X : 

K 

dY 9 2a 
— + dV 2Y + aY = — XY 
5 t K 

(22) 

We c a n t a k e as a c l a s s o f s o l u t i o n s b y t h e t r i v i a l s o l u t i o n 

Y = 0 o f t h e s e c o n d o f t h e q u a t i o n s (22) . T h i s g i v e s t h e 

r e q u i r e d s o l u t i o n X c ( x , t ) w h i c h s a t i s f i e s t h e e q u a t i o n 

dx „, X 
— = dV 2X + aX ( 1 ) (23) 
5 t K 

E x p a n d i n g X ( x , t ) a r o u n d X G { x , t ) , t h a t i s , 

X ( x , t ) = X c ( x , t ) , i | ( x , t ) 

w h e r e ^ ( x , t ) i s s m a l l a n d v a n i s h e s on t h e b o u n d a r y 8V a n d a t 

t = t " a n d t ' , we c a n a l s o e x p a n d H . R e t a i n i n g o n l y t h e f i r s t 

o r d e r t e r m s i n ^ ( x , t ) t h e p a t h i n t e g r a l f o r t r a n s i t i o n 

p r o b a b i l i t y c a n be a p p r o x i m a t e d t o g i v e 
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P[X', t ' l X", t " ] - c e x p { - ~ K [X r,V'X c, X c } 

x J Pit,) e x p (- ~ i 0 ( ^ 2 ) d t d x) (24) 

Thus, t h e a p p r o x i m a t e e v a l u a t i o n d e p e n d s on f i n d i n g c e r t a i n 

l o c a l l y s t a b l e s o l u t i o n s X c { x , t ) w h i c h s a t i s f y ( 2 3 ) and t h i s 

i s a' d e t e r m i n i s t i c e q u a t i o n t h a t d e s c r i b e s a s p r e a d i n g 

p o p u l a t i o n r e g u l a t e d b y t h e l o g i s t i c g r o w t h . We can a p p l y 

t h e same p r o c e d u r e t o t h e t w o - s p e c i e s s p r e a d i n g a n d 

i n t e r a c t i n g p o p u l a t i o n d e s c r i b e d b y t h e f u n c t i o n a l S, g i v e n 

i n ( 3 ) . I t c a n be shown t h a t t h e l o c a l l y s t a b l e s o l u t i o n s 

w h i c h a r e n e c e s s a r y f o r t h e a p p r o x i m a t i o n o f t h e t r a n s i t i o n 

p r o b a b i l i t i e s a r e t h e s o l u t i o n s o f t h e f o l l o w i n g 

d e t e r m i n i s t i c e q u a t i o n s w h i c h d e s c r i b e t h e d e t e r m i n i s t i c 

g r o w t h a n d s p r e a d o f t h a t i n t e r a c t i n g p o p u l a t i o n : 

5Xi {X, t ) , X i ( x , t ) 
= d i V ' X i f x , t ) + ttiXi ( x , t ) ( 1 — ' 

o t Ki 

" 6 1 2 { X i ( X , t ) {X 5 ( x , t ) ) 2 (25) 

( i , j = 1 , 2; i * j ) 

Thus, we f i n d a n o t h e r u s e f o r t h e d e t e r m i n i s t i c e q u a t i o n s 

f o r t h e e c o - s y s t e m s . I n f a c t , t h e y a r e h e l p f u l t o t h e 

s t a t i s t i c a l e c o l o g y as w e l l , a p a r t f r o m t h e i r c o n v e n t i o n a l 

use as t h e p r i m a r y m o d e l t o s t u d y an e c o - s y s t e m . 
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5. SOLITARY WAVE SOLUTIONS OF THE DETERMINISTIC EQUATIONS 

L e t us s e e k t h e s o l u t i o n s o f t h e d e t e r m i n i s t i c e q u a t i o n s 

( 2 5 ) f o r t h e t w o - s p e c i e s i n t e r a c t i n g a n d s p r e a d i n g 

p o p u l a t i o n i n t h e f o r m : 

Xi = U i ( X ) i - 1 , 2 

Where (26) 

X = ax + b y - c t 

Then we have 

DUi 7 ? d 2 U i Ui 2 

- c = d i ( a 2 + b 2 ) - ^ 2 + a i U i ( 1 - — ) - e 1 2 U i U 2 

DU2 2 . d 2 U 2 U 2 2 ( 2 7 ) 

- C = <12{^ + b 2 ) - T 2 T 7 2 + a 2 U 2 ( 1 - - — ) - Eiz l^U 2 

L e t us s e t 

d u i „ , d u 2 

T h e n we h a v e t h e f o l l o w i n g s e t o f s i m u l t a n e o u s f i r s t - o r d e r 

d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s : 

^ - V l 

dx 1 

^ = V 2 dX 2 

dx " a i U l ( 1 " ~K^] ~ C l V l + " d T U l U 2 

dX " a 2 U 2 ( 1 " ^ - C 2 V 2 + ^ " U l U 2 

w h e r e 
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_ a i a 2 

As t h e b o u n d a r y c o n d i t i o n s we c a n t a k e 

Ui (-00) = 0 = U 2 (-co) 

a n d Ui (+oo) = D j , U 2 (+oo) = D 2 

The c r i t i c a l o r r e s t p o i n t s o f ( 2 8 ) a r e g i v e n b y 

V i = 0 = V 2 

a i U l ( l - ^ - ) - ^ = 0 Ki di 

(29) 

(30) 

(31) 

From t h e s e , i t f o l l o w s t h a t ( U i , U 2, V i f V 2) = (0, 0, 0, 0) 

i s one o f t h e r e s t p o i n t s , t h e o t h e r p o i n t s a r e g i v e n b y 

Vj = 0 = V 2 

Now, l i n e a r i z i n g a b o u t t h e r e s t p o i n t (0, 0, 0, 0) we o b t a i n 

as t h e c o e f f i c i e n t m a t r i x 

0 0 1 0 
0 0 0 1 (33) 
- a i 0 - C i 0 
0 - a 2 0 - c 2 
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whose e i g e n v a l u e s a r e g i v e n b y t h e r o o t s o f t h e e q u a t i o n 

{X ( d + X) + a : } {X (C 2 + X) + a 2 } = 0 

They a r e 

- Ci ± ( C 2 - 4 a i ) 1 / 2 

Xi = Y ( i = 1 , 2) (34) 

I n o r d e r t o s a t i s f y t h e b o u n d a r y c o n d i t i o n ( 3 0) a t X-» -co, 

we m u s t C i , C 2 <0. A l s o , i f | Ci I < 2^', |c 2 |<2a2**, t h i s r e s t 

p o i n t i s a s p i r a l p o i n t a n d t h e r e f o r e a n y s o l u t i o n w h i c h 

a p p r o a c h e s t o i t , m u s t e v e n t u a l l y be n e g a t i v e a nd t h u s 

u n a c c e p t a b l e . T h e r e f o r e we s h o u l d h a v e |Ci | < 2a^, | c 2 | < 2 a 2
4 

a n d t h e s o l u t i o n (wave) i s r e p r e s e n t e d b y t h e t r a j e c t o r y 

j o i n i n g t h e p o i n t s { 0 , 0, 0, 0) a n d ( D i , D2, 0, 0 ) . The o t h e r 

r e s t p o i n t s c a n be c o n s i d e r e d i n t h i s way a n d we c a n p r o c e e d 

t o w a r d s t h e e x i s t e n c e o f t h e t r a j e c t o r i e s r e p r e s e n t i n g t h e 

s o l u t i o n s ( w a v e s ) . Much d i s c u s s i o n s h a v e b e e n made b y 

Kennedy, e t . a l . { 1 9 8 0 } f o r a s i m i l a r c a s e a n d t h e r e f o r e we 

s h a l l n o t p r o c e e d i n t h a t d i r e c t i o n . R a t h e r , we l i k e t o f i n d 

t h e f o r m o f t h e s o l u t i o n o f t h e e q u a t i o n s ( 2 8 ) . I n f a c t , we 

h a v e a s e t o f s o l u t i o n s o f t h e f o r m : 

( i = lr 2) 

(35) 
( i = 1, 2) 

a e x p (XX)  

'A ~ d i 1 / 2 { 1 +exp(A.X) } 2 

Xa e x p (XX)  
1 ~ d i 1 / 2 { 1 + e x p { l X ) } 2 
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i f t h e f o l l o w i n g r e l a t i o n s are s a t i s f i e d : 

- X2 = ax + CyX = a 2 + C2X 

= & 2 ( 1 " ^ d T 7 ^ ' 

From t h e s e r e l a t i o n s we f i n d , a f t e r u s i n g ( 2 9 ) , t h e 

f o l l o w i n g r e l a t i o n s i n t e r m s o f t h e p a r a m e t e r s o f t h e m o d e l . 

( a i d 2 - a 2 d i ) K1K2 d x
1 / 2 d 2

1 / z 

a = 
a i K 2 d 2 - a 2 K : d i J 

X = ( a i d 2 - a 2 d i ) / c ( d i - d 2 ) ( a i d 2 - a 2 d i ) 2 

c 2 

( d 2 - d i ) (et! - a 2 ) (37) a" + b' 

° L 2 ( K 2 d 2
1 / 2 - K 2 d x

1 / 2 ) ( a ! K 2 d 2
3 / 2 - a 2 K 2 d i 3 / 2 ; 

S i 2 K i K 2 

c 2 2 ( a i K 2 d 2
3 / 2 - a 2 K i d ! 3 / 2 : 2 

a 2
 + b

2 e i ^ K ^ t d i - d 2 ) 2 

E l i m i n a t i n g c 2 / ( a 2 + b 2 ) we h a v e t w o r e l a t i o n s among t h e 

p a r a m e t e r s c t i , a 2 , d i , d 2 a n d Klr K 2. They a r e 

2 2 ( a i - a 2 ) ( a ! K 2 d 2
3 / 2 - a 2 K i d i 3 / 2 ) 2 

( a i d 2 - a 2 d i i 
e 1 2 Ki K2

2 ( d 2 - d i i 

(38) 
2 ( a i - a 2 ) ( a 2 K 2 d 2

J ' - a 2 K 3 d r 

= axa2 ( d 2 - d i ) ( K 2 d 2
1 / 2 - K i d i 1 / 2 ) 

T h u s , among t h e s i x p a r a m e t e r s o n l y f o u r o f t h e m a r e 

i n d e p e n d e n t f o r a l l e x i s t e n c e o f t h e s o l u t i o n s o f t h e f o r m 
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( 3 5 ) , w h i c h r e p r e s e n t t h e s o l i t o n s o r s t e a d y p r o g r e s s i v e 

w a v e s . We c a n s o l v e , f r o m t h e r e l a t i o n s ( 3 8 ) , f o r K i , K 2 i n 

t e r m s o f o t h e r s and t h e y a r e g i v e n b y 

2a\d2 ( a ! - a 2 ) ( d 2 - d i ) 
K 2 =  

1 ei2 { ( 2 d ! ( a 2 - a i ) + a i ( d 2 - d i ) } 2 

(39) 

2 a 2 d i ( a i - a 2 ) ( d 2 - d i ) 
K 2 _ 

2 Eiz { ( 2 d 2 ( a 2 - c c i ) + a 2 ( d 2 - d i ) } 2 

When s u c h v a l u e s o f t h e p a r a m e t e r s ( t h e c a r r y i n g c a p a c i t y 

p a r a m e t e r s ) a r e a t t a i n e d b y t h e m f o r an e n v i r o n m e n t , t h e 

a b o v e t y p e s o f s o l i t o n s o l u t i o n s w i l l m a n i f e s t f o r t h e 

s y s t e m o f t w o - s p e c i e s i n t e r a c t i n g p o p u l a t i o n . I n d e r i v i n g 

r e l a t i o n s ( 3 7 ) a n d a l s o t h e s u b s e q u e n t r e l a t i o n s we have 

a ssumed 

c t i d 2 - a 2 d i * 0 

a n d a i K 2 d 2
3 / 2 - a2K1d1

3/2 * 0 

B u t when 

a 2 d 2 - a 2 d x = 0 = a i K 2 d 2
2 / 3 - a 2 K 1 d 1

3 / 2 (40) 

w h i c h l e a d s t o 

K 2 

__L = ____ = _____ f 

Ct-2 d 2 v2 

we h a v e f r o m { 3 6 ) , Ci = C2 a n d c o n s e q u e n t l y o.\ = 0.2, Ki = K2 

a n d d i = d2 a n d t h e n we h a v e o n l y t h r e e r e l a t i o n s l e f t . T h e y 

a r e 
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~X2 = a! + CiX 

a (41) 
2X- = J J 1 2 a 2 / d i d 2 = a i ( 1 - ~K d l i S 2 

These r e l a t i o n s d e t e r m i n e a, Xc and c 2 / ( a 2 + b 2 ) f o r t h e 

s o l u t i o n s ( 3 5 ) . H e r e t h e v a l u e s o f X c o i n c i d e w i t h t h e 

e i g e n v a l u e s o f t h e c o e f f i c i e n t m a t r i x o f t h e l i n e a r i z e d 

p r o b l e m , g i v e n b y ( 3 4 ) . 

L a s t l y , we l i k e t o p o i n t o u t t h a t i f t h e r e l a t i o n s ( 38) 

a r e s a t i s f i e d among t h e p a r a m e t e r s t h e n i t c a n be shown t h a t 

t h e f o l l o w i n g s e t i s a l s o t h e s o l u t i o n s o f t h e d e t e r m i n i s t i c 

e q u a t i o n s (25) : 

0 t - - 5 7 ^ ( aCeV ^ s e c h 2 - l T ' 1 - ^ 2 1 ( 4 2 ) 

w h e r e e i s s m a l l a n d A i s a n y a r b i t a r y c o n s t a n t . 

T h u s we h a v e o b t a i n e d t h e s o l i t o n s o l u t i o n s o f t h e t y p e 

(35) o r (42) f o r t h e c a s e o f t w o c o m p e t i n g s p e c i e s o f 

i d e n t i c a l g r o w t h a n d s p r e a d p a r a m e t e r s ( t h a t i s , f o r s i m i l a r 

t y p e o f s p e c i e s ) i n an e n v i r o n m e n t w h i c h i s e q u a l l y c a p a b l e 

o f c a r r y i n g t h e m , as e v i d e n t f r o m e q u a t i o n s ( 4 1 ) . A l s o , s u c h 

t y p e s o f s o l u t i o n s a r e p o s s i b l e f o r t h i s c a s e o f t w o - s p e c i e s 

p o p u l a t i o n when t h e p a r a m e t e r s o f t h e m o d e l s a t i s f y c e r t a i n 

r e l a t i o n s [ e q u a t i o n ( 38) o r ( 3 9 ) ] among t h e m s e l v e s . I t i s t o 

be n o t i c e d t h a t t h e s e s o l u t i o n s s a t i s f y s i m i l a r b o u n d a r y 

c o n d i t i o n s a s s t a t e d i n ( 3 0 ) . 
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