KUYRUK TEORISi (=BEKLEME HATTI TEORISI)
(Stokastik Kuyruk Modellerinin Analitik Yoldan incglenmesi)

Bu makalede, kuyruk sistemlerinin
genel bir tammi verilmis  Szellikieri
anlatilmyy ve sistem karakteristiklerini

. simgeleyen, kuyruk modellerinin  suuf-

lamasinda kullamlan Kendall notasyonu’

actkilanmgtiv, Stokastik kuyruk model-
lerinin genel formiilasyonu gtkarildik-
tan sonra, ézellikle M/M/1 ve M/M/c
modelleri incelenmis ve bir Srnek prob-
lem fizerinde tartigtlmustiv.
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Quening Theory

In this article, the Queuing Systems
are deseribed in a general way and they

are classified with respect to Kendall .

Notation which symbolizes system
characteristics. Also the features of
Queuing Process are summatized. After

_having derived general formulas for

the stochastic models, especially M/M/1
and M/M/c types of Poisson Queuing
models are reviewed and are discussed
by means of a sample problem.

1.1, Kuyruk Sistemlerinin Tanitilmasi

Ekonomik kaynaklarn kithigr ve niifus artisiun dogal bir sonucu ola-
rak giinliik yasantida servis sistemlerinin yetersizligi ve bekleme sorunu ile
sik sik karsilasilmaktadir. Genis bir agidan bakildiginda; trafikteki tikanik-
tan, berber salonundaki sira beklemeye kadar, hayatimizin beklemelerle
dolu gectigini gdriiriiz. Bu makalede sik sik tekrarlanacak olan bekleme
-hatti veya kuyruk terimi, ashinda ister mamul isterse hizmet {iretsin, iietici
sistemlerde veya tiim ekonomik birimlerde «bir servis veya islem ic¢in bek-
leyen insan, makina ve malzemeden olusan topluluk» karsiify olarak kul-
lapilacaktir, Kuyruk teorisi (Kuyruk modelleri) ise bu sistemlerin analizi ve
dizayni igin gergeklestirilen analitik yaklasimlarn tiimiinii igeren ¢alisma-

. lardir.

1k kez Danimarkali elektrik miihendisi A. K. Erlang tarafindan 1909
yilinda telefon konusmalarimn olusturdugu kuyruk olayr iizerinde basla-
tilan calismalar, zamanla yigilma (kuyruk-bekleme hatt) olaylarint anlama
ve daha iyi kontrol etme yontemlerini gelistirmistir. Ancak uygulama 1950
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lere kadar telefon akislarinin tesine gegememistir. 1950 lerle birlikte teorik
galismalar is yerlerinde, stoklamada, bankalarda, hastanelerde ve benzeri
yerlerde her tiirlil fiziksel akislarin olusturdugu bekleme olaylarina -hizla uy-

gulanmaya baslanmistir,

Bir kuyruk sisteminin temel elemanlar: (Sekil: 1) de goriilmektedir..
Bir kuyruk sistemi, kuyruk (bekleme hatt)) ve servis kanallar olmak iizere
iki temel elemandan olusur. Herhangibir t aninda sistemdeki eleman sayist
. kuyruk ve serviste bulunan clemanlarin toplamuna esittir ¢,

Kuyruk sisteminin yonetimi veya kuyruk teorisinin amaci, miisteri
bekleme zamam ile servis bos zamam arasimnda bir denge (= trade-off)
bulmaya yoneliktir.

Bir kuyruk sistemi alti ana karakteristik ile belirlenir“”‘.
1. Giris veya gelis (geiis_sietaram siire) _daélhml,

2. Cikis veya aynlis (servis siiresi) dagilimu,

3. Servis kanallar (olanéklarl),

4. Servis disiplini,

5. Sistemde bulunmasina iz.in verilen maksimum mii§teri sayisi ve,
6. Miisteri kaynag (Girdi kaynaB).

Kuyruk sistemlerini ekonomik yonden analiz etmek, bir baska deyisle
optlmlze etmek igin yukaridaki bilgilerin yamsira a) Bekleme maliyeti ve
b) Servis olanag (Saglama) maliyeti bilgilerine de ihtiyag vardir ®,
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(Sekil 1 1) — C Sayida Paralel Servis Istasyonunu Igeren Bir Kuyruk Sistemi.
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Bir kuyruk sisteminde yukarida sayilan alti karakteristigin hepsi bili-
niyorsa analitik yaklasim yapilabilic. Herbir karakteristik farkli tip ve dzel-
lik tasidigina gore kuyruk modellerinin pek ¢ok varyasyonlar: oldugu sdy-
lenebilir. .

1.2, Kuyruk Prosesinin Ozellikleri

Kuyruk sistemlerinin dzellikleri bes 6nemli kategoride incelenebilir.
Bunlar : Gelis prosesi, kuyruk konfigurasyonu, kuyruk disiplini, servis disip-
lini ve servis olanagidir ¢,

1.2.1. Geliy Prosesi

_ Geli$ prosesi kuyruk sistemine birimlerin {miisterilerin) gelislerini ka-
rakterize eder. Gelis kosullar1 sekiz degisik bicimde ortaya cikar.

a) Miisteri kaynafi bir veya birden fazla olabilir, Ornegin, ameliyat-
haneler, bir.kuyruk sistemi olarak ele alindiginda; ameliyat tiplerine giire,
(beyin, gdz ve gogiis cerrahisi v.b.g.) hastalarin gelis kaynaklan birkag tane
olabilir. :

b) Miisteri kayna#i sonlu veya sonsuz, olabilir, Bir baraji besleyen su-
larin sonsuz kaynaktan geldigi buna karsin, bir atdlyedeki isleyen makina-
larin sonlu kaynak oldugu varsayilir. Bir¢gok uygulamada ana kiitle sonsuz
olmasa bile kifi derecede biiyiikse, yaklasik ¢dziimlére olanak tamdifi icin
sonsuz kabul edilir.

c) Sisteme tek tek veya grup halinde (toplu) gelisler olabilir, Bir
lokantada, Onceden rezervasyon yaptiran ailelerin yemek yemesi gibi.

d) Gelisler, kuyruk sistemi tarafindan, tamamen veya kismen kontrol
edilebilecekleri gibi, hig kontrol edilmeyebilirler. Otomatik montaj hatlarin-
da, monte edilecek bir komponentin gelisi tamamen kontrol altinda iken,
hava alanlarina ugaklarmn inisi kismen kontrol edilebilmektedir. Otoyollara”
giren vasitalarin ise genellikle kontrolu yoktur,

e) Bir dnceki maddenin sonucu olarak; birimlerin sisteme gelisi «de-
terministik» veya «stokastik» karakterdedir. Tam kontrol s6z konusu ise
gelis prosesinin de terministik (belirli) oldugu sdylenir, Sayet gelisleraras: siire
tesadiifi bir defisken ise, birimlerin gelisleri, birgok kuyruk vak'asinda goz-
lenebilecefi lizere stokastik (probabilistik) dzellik tasir,

- f) Bir probabilistik gelis’ prosesi ampirik veya teorik olasibk dagilim
ile tanimlanabilir. Poisson modeli, drmegin, ¢ok yaygin kullamilan teorik
dagilimlardan biridir. '
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2) Gelis prosesi «<bagimhi» veya «bagimsiz» karakterde olabilir. Siste-
min duromu veya onceki gelislerin ‘sirasi, sonradan gelenleri etkilemiyor ise
bagimsiz, aksi takdirde bagimh gelisler sz konusudur.

h) Gelis prosesi «sabit» nitelikte olabilir veya o]mayabllu Sayet proses
sabitse, parametreler, yani; ortalama gelis orani, standart sapmasi ve olasilik -
dagilhiminn tipi zaman iginde sabit demektir. Matematiksel yaklasimin yapila-
bilmesi igin gogu kez gelis prosesi sabit farzedilir.

1.2.2. Kuyruk Konfigurasyonu

Kuyruk konfigurasyonu denilince, sistemdeki kuyruk sayisi, kuyruklarla
servis olanaklanmn (istasyonlarimn) iliskisi ve konumu anlasihr 4, Tek
kuyruk bir servis istasyonunu besleyebilecegi gibi, birden fazla istasyonu
da besleyebilir. Birden fazla kuyruk genellikle esit sayida servis istasyonunu
besler. Buna ragmen Bogaz Kopriisiinde oldugu gibi birkag¢ hat iizerinde
seyreden araglar, ¢ikista, daha az veya fazla sayida agk gise Oniinde kuy-
1uga girerler.

Kuyruklar; a) Fiziksel olarak bir yerde, b) Birkag degisik yerde, ¢) Kav-
ramsal olarak bir liste iizerinde (Otel veya Ugak rezervasyonlarinda oldugu

gibi) olabilitler. ‘
o M
Incelenen sistemin yapisina bagh olarak, sistemde bulunabilecek miis-

teri sayis1 senlu veya sonsuz olabilir. Bazi1 yerlerde, sistemde sadece sonlu
sayida . miisteri bekleyebilir. Bu-durumda yeni gelen miisteriler, kuyruktaki
bekleyenlerin sayis1 miisaade edilen maksimum miktardan az olmadikca
sisteme kabul edilmezler. Ornegin baz1 hastanelerde poliklinik yapan dok-
torlar kag hastaya bakabileceklerini onceden belirlerler. Bu sayiyi asan
hastalar acil detilse siraya sokulmaz, Aym durum askere almada ve iini-
versiteye dgrenci kabuliinde de sdz konusudur. Bu halin, kuyruk vzunlegune
gok wzun bularak katnlmayl reddeden miisteriler durumundan ayirdedilmesi
gerekir,

1.2.3. Kuyruk Disiplini

Kuyruk disiplini; gelen miisterilerin, gerek bir kuyrugu segme veya
segmeme, gerekse bekleyiste gosterdikleri davramsi kapsar.” Bu konuda
-agafidaki noktalara dikkat edilmelidir,

‘a) Sistemin kapasitesi dolu ise, gelen birim kabul edilmez. Ornegin;
gevrilen telefon numarasina bagh tim hatlarin meggul galmasn veya oto
park yerinde hig bos alan kalmamasi v.b.g.
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b) Gelen miisteri, kuyrukta beklemenin uzun zaman alacagum kestirir-
se, kuyruga girmeden sistemi terkedebilir,

c¢) Bazi miisteriler ise kuyrukta bir siire bekledikten sonra sistemden
ayrilir.

Kuyrukta siras: gelene kadar bekleyip servis géren miisterilere «sabirli
miisteriler» denir. '

1.2.4. Servis Disiplini

Servis istasyonunun, servis igin miisteri se¢iminde koydugu ve uygula-
dig1 politikalara servis disiplini denir, Servis disiplininin seg¢imi maliyetleri
etkileyen bir karar siirecidir, Dort tip servis disiplininden stz edilebilir

a) «Ilk Gelen ilk Cikar» (First in First out-FIFO) en ¢ok bilinen ku~
raldir. Servise, miisterilerin gelis siralarina gore baslanacagini gosterir.

b) «Son Gelen Ilk Cikar» (Last in First Out= LIFQ).
¢) «Rastgele Secim» (=SIRO)

d) «Oncelikli Segim.» Bu durumda sisteme katilan bazi miisteriler bek-
letilmeden servise alinir. Ornegin, hastane polikliniklerine gelen acil vak’alar
oncelik kuralina gore derhal servise alinir.

1.2.5. Servis Olana& .

Servis olanag ile ilgili dizayn ve isleyis karakteristikleri bu kategoride
incelenecektir, Soyle ki : '

a) Servis olanag sifir, bir veya daha fazla servis istasyonuna sahip ola-
bilir. Ornegin, siipermarketlerin icinde, miisterilerin alisverisinde hi¢ servis
yapict kullandmaz (self-service), Fakat gikista alinanlarin bedelini 6demek
igin birden fazla kasiyer mevcuttur, :

b) Servis kanallar1 paralel, seri veya her ikisinin karisimi seklinde
diizenlenmis olabilir. Bunlarin en basiti (sekil : 2a) da goriilen tek kuyruk -
tek kanal - tek asamali (fazl)) modeldir. Sayet servis istasyonlar1 birden
fazla olursa ve paralel olarak diizenlenirse (Sekil: 2b) de goriilen ¢ok ka-
nalh-tek asamali kuyruk modeli elde edilir. (Sekil : 2c) de seri halde
birbiri ardisira diizenlenmis tek kanal-cok asamali, (2d) de tek kuyruk-cok
kanal-cok asamali ve nihayet (2e) de cok kuyruk-cok kanal-tek asamali
kuyruk modeli goriilmektedir ¢, 4

e) Gelis prosesinde oldugu gibi servis  siireleri de deterministik veya
probabilistik olabilir, Cogu servis siiresi dagilimlari tammlanabilen ampirik
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veya teorik olasiik dagilimlarina gore, tesadiifi degiskenlerle temsil edilir-
ler. Servis siirelerini belirlemek i¢in en yaygin kullanidan yogunluk fonksi-
yonu iissel (eksponensiyel) niteliktedir. Gelis prosesinde oldugu gibi bu-
radada «sabitlik» kosulu gecerlidir.

Buraya kadar &zetlenen kuyruk prosesi ozelliklerinden kuyruk sistem-
lerinin pek gok degisik karakterli matematik modellerle analiz edilebilecegi
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anlasilmaktadir. Bunlari, yukarida verilen sadece, sisteme gelis ve sistemden
ayrihs (birinci ve ikinci karakteristik) sekillerine gore deterministik ve sto-
kastik kuyruk modelleri olmak iizere iki sinifa ayirmak miimkiindiir. Birgok
kritere ve karakteristige gbre simflandirilabilecek kuyruk modellerini stan-
dart bir yapiya kavusturmak icin bir notasyon (Kendall Notasyonu) gelis-
tirilmistir. Kuyruk modellerinin girdi kaynag, kuyruk, kanal ve asama kri-
terlerine gore genel bir simiflamas: (Sekil : 4) de verilmistir. ® Seklin so-
lundaki siuflamanin’ aymsi, sag taraftaki sonlu kaynaklh modeller icinde
gecerlidir, ' ‘
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- (Sékil : 3} — Kuyruk Modellerinin Genel Simiflamast

1.3. Kﬁyruk Modellerinin Smmiflandirilimas:

D. Kendall (1953) verilen karakteristiklerden ilk {iglinii kullanarak bir
notasyon gelistirmistir. Bunlar, gelis, ayrilis dagidimlari ve paralel servis
kanallan1 sayisidir. Daha sonralart A.M. Lee (1966) bu notasyona dordiincii
ve besinci karakteristikleri yani servis disiplinini ve sistemde bulunabilecek
maksimum miisteri miktarlarii eklemistir. H.A, Taha ise Kendall-Lee no-
tasyonunu miisteri kaynagim tammlayan altinci karakteristikle genis_aletrniz_;-f
tir,
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Boylece komple notasyon ;

(a/b/c) 1 (d/e/f) seklindedir.

Bu nofasyonda;

«a» gelig veya- gelislerarast dagilimini,

¢bs ayriliy veya servis siiresi dagilmin,

«c» sistemde mevcut paralel servis kanali sayisini,

«d» Servis disiplinini,

«e» sistemde bulunabilecek maksimum miigteri sayrsmni,
- «f» miigteri kaynagim gostermektedir.

a, b ﬁre d yerine gofunlukla asagidaki alisilagelmis harfler kullanil-
maktadir, .

a ve b sembolleri yél,‘ine; .

M = Poisson gelis ve ayrilis debisi dagilimlart (veya egdeger olan
-eksponensiyel gelisleraras1 ve servis siiresi dafilimi)

D = Deterministik geliglgraramveya servis siiresi dagilimi,

‘B, = Erlang ve Gamma gelislerarast veya servis siiresi dagilim,

GI = Genel bagimsiz gelisler (ampirik)

G = Genel ayrilislar veya servis siiresi dagilmu (ampirik)

d sembolii yérine;

FIFO = flk Gelen ilk Cikar,

LIFO = Son Gelen ilk Cikar,
SIRO = Rastgele Servis

GD = Genel Servis Disiplini.

¢ sembolii paralel servis yapicilarin sayisiu gdsteren herhangi bir po-
zitif tam sayt ile yer degistirebilir. e ve f sembolleri sirasi ile sistemde vc
* miigteri kaynagindaki sonlu veya sonsuz miisteri sayisint gdstermektedir.

Ornegin; (M/M/2) ;" (LIFO/N/ ) notasyonu, Poisson gelis (eks-
ponensiyel geliglerarasi), Poisson ayriis (eksponensiyel servis siiresi) dagi-




" Kuyruk Teorisi (= Bekleme Hatti Teorisi) 165

limlari olan iki servis istasyonlu, «Son Gelen Ik Cikar» servis disiplinli, -
sistemde en ¢cok N miisterinin bulunabilecegi ve miisteri kaynaginin sonsuz
oldugu bir kuyruk modeline aittir, Dikkat edilirse bu gisterilis sekli daha
karmagik yapidaki kuyruk problemleri igin uygun degildir, Karmagsik ya-
pidaki kuyruk sistemlerinin analizinde simulasyon yoéntemi kullanilabilir.

1.4, Kuyruk Sistemlerinde Gecis Devresi ve Kararli Durum

Kuyruk teorisi analizi, bir sistemin davraniginin zaman agimi iginde
etiidiinii icerir. Isleyen bir sistemin karakteristikleri zamana bagli ise, sistem
«gegici durumdadir» veya ‘«gecis devresindedir» denir. Bu durum cogun-
lukla sistemin iglemeye bagladig: ilk anlarda stz konusudur. Bununla be- .
raber, cogu kez sistemin uzun vadedeki davranislar ile ilgilenildiginden kuy-
ruk sistemlerinin analizinde dikkatin ¢ogu «kararli durum» sonuglart iize-
rinde yogunlagtiriimustir. Sayet sistemin davrani$i zamandan bagimsiz ise,
kararlt durum kosulu var demektir.

Kararli duruma ulagabilmek icin gerek kosul, sistemin iglemege bag-
ladig1 andan itibaren gegen zamanm yeterince biiyiik olmasidir, (Matema-
tiksel deyisle gecen zamanin sonsuza yaklagmus olmasi gerekir). Bununla
beraber bu kosul yeter degildir. Zira sistemin parametreleri, sistemin kararli
duruma gelmesine engel olabilir. Bu demektir ki kararli durum igin sistem
parametreleri de kontrol edilmelidir. Ornegin bazi durumlarda sisteme va-
r1, sistem hizindan biiyiik olabilir. Béyle durumlarda ne kadar zaman ge-
gerse gecsin, sistem kararlh duruma ulagamiyacaktir. Gergekten bidyle bir
durumda kuyruk uzunlugu zamanla artacak ve teorik olarak sonsuza kadar
yaklagabilecektir. (¥

1.5. Stokastik Kuyruk Modelléri Genel Formiilasyonu

Kuyruk modellerinde genellikle "asagidaki semboller kullanilmaktadir.
Bu arada bir kuyruk sisteminin hem kuyrugu hem de sistem kanallarim
icerdigi bir kez daha hatirlanmalidir. -

Kuyruk sistemlerine ait notasyon ;

N . Sistemde miisaade edilen maksimum eleman saylsl
n :  Sistemdeki eleman sayisi
P.(D . Sistemin t = 0 da basladigiu varsayarak herhangi bir t anin-

da sistemde tam n eleman bulunmasi gecis devresi olasilif

P, : - Sistemde n eleman bulunmasi kararli durum olasilig
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A :  Ortalama gelis oram (Birim zamanda gelen miisteri sayisi)

B : :  Ortalama ayrilis orani (Birim zamanda servis yapilan miis-
teri sayisi) o

c : Paralel servis istasyonu sayist

p = A/ 1 Trafik yogunlugu

p/c 1 ¢ servis istasyonu igin kullanma orani

w (f) : Sisten\ide bekleme sijrcsinin_ olasilik yogunluk fonksiyonu.

W 7 :  Sistemde miigteri basina ortalﬁma bekleme siiresi

W, . :  Miisteri basina kuyrukta ortalama bekleme siiresi

Wy, :  Kararli durumda, mesggul sistem i¢in ortalama. kuyrukta bek-
lere siiresi '

L. . Sistemde beklenen miisteri sayis:

L, : Kuyrukta Beklenen miigterj sayisi

L#, :  Kararli durumda, mesgul sistem halinde kuyrukta bekleyen-

lerin ortalamasi _
Genel gelig, ayrilis dagilimlar ve servis disiplini igin;
L, = AW, ve

L, =AW,

bagintilarinin gegerli oldufu ispatlanmistir. ‘® Bu formiiller W,, W,, L; ve
L, arasindaki bagintilar1 bulmada hareket noktasidir, Tammdan dolayi ;

W, =W, — 1/p

esitliginin her iki yamm A ile ¢arparsak

P

AW, = AW, — —

=

-le = 'Ls“—p

bulunur, O halde bu ddrt beklenen degerden herhangi biri ve A biliniyorsa
diger iigii bulunabilir,
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. Gelis oraninin A oldugu fakat biitiin geliglerin sisteme katilamadiil
tzel hallerde (brnegin maksimum kuyruk uzunluguna erisildigi ve higbir
yeni gelisin sisteme katilamadigi hallerde} yukaridaki bagintilar gecerli de-
gildir. Bolim 1.7.1 ve 1.8.1 ile Boliim 1.7.2 ve 1.8.2 deki formiillere ba-
kildiginda konu daha iyi anlasﬂacaktlr :

1.6. Kuyruk Slstemle]_mde Optimizasyon

Bekleme hatti sisteminde bekleme zamaninin artmasi halinde kaybe-
dilen dégerlerin maliyeti de artmakta fakat buna karsilik, servis mekaniz-
masinin maliyeti (servis maliyetleri}) azalmaktadir. Bu durum bir grafikle
(Sekil 6) da goriilmektedir.
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“(Sekil : 4) — Kuyruk Sistemlerinde Maliyetlerin Degerlenmesi

(Sekil : 4) goriilen egrilerden (1) numarali egri, servis mekanizmasinin
toplam maliyet egrisidir. (2) numarali egri, kaybedilen degerlerin (mal-hiz-
met) toplam maliyetini gstermektedir. (3) numarali egri ise, (1) ve (2)
numarali egrilerin toplamini gosteren toplam .maliyet egrisidir, Grafikten
goriilecegi. gibi, toplam maliyet egrisinin en diisiik noktasi olan (W.)} de
toplam maliyet minitmum olmaktadir. ¢ Bir bekleme hatti sisteminde,
gelis zamanlar1 ve olanaklarin her ikisi de kontrol edilebiliyorsa, toplam ma-
liyetin asgari kilmmas: igin hem girisin programlanmasi, hem de liizumhu teg-
hizatin tahsisi miimkiin olabilir, Aksi takdirde yani gelislerin kontrolu miim-
kiin dedilse eldeki olanaklarin, talebin karakterine gire programlanmasi
gerekir. Sayet yukarida sozii edilen maliyetlerin saptanmast gok kiilfetli ise
baska parametrelerin kullanilmasi gerekebilir. Bunlardan biri «Arzu Edilen
Seviye Modeli» (= Aspiration - Level Method) diye bilinen servis bos za-
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maru ve miisteri bekleme zamani igin kisitlamalar getirerek yapilan bir op-
timizasyon faaliyetidir,

ilerdeki béliimlerde, M/M/1 ve ) M/M/c modellerinde optimum . ve
optimum ¢ degerlerinin elde edilisi agiklanmaktadir.

1.7. Secilen (M/M/1) Kuyruk .Modellerinin Formiilasyonu

Her kuyruk modeli, baglangigta belirtilen karakteristikleri igin belirli
varsayimlarin yapilmasim gerektirir. Standart diye adlandirilan iyi bir bas-
langig noktas: sayilabilecek (M/M/1): (FIFO/so/w) kuyruk modeli, bb-
lim 1.3 de verilen bilgilere gore agiklanacak olwsa; 1) Geligler birbirinden
bagimsiz ve kuyruk sistemi tarafindan kontrol edilmeksizin, Poisson olasilik
dagilimina uygun gergeklesmektedir. 2) Servis siresi iissel olasilk yogunluk -
. Tonksiyonuna gbre ve sadece bir servis istasyonunda gergeklestirilmektedir.
3) Kuyruk disiplini; higbir miisterinin geri cevrilmedigi, sabirli diye nite-
lendirilen yani kuyrukta sirasi gelinceye kadar bekleyen miisterilerden
olusmaktadir. 4) Servis disiplini ik giren ilk c¢kar kuralina goie isle-
mektedir. 3) Kuyruk uzunlufu iizerinde simirlama olmaksizin ve miisteri-
ler sonsuz varsayilan bir kaynaktan gelmektedir. ¢

'1.7.1. Standart M/M/1 Modeli ™

Daha oncede belirtildigi gibi Kuyiuk Teorisi calismalarinda kararl
durumla ilgili olanlant agulk kazannmustr.

Standart M/M/1 Modeli igin isleyis karakteristiklerine iliskin formiil-
ler asagida verilmistir. Bundan sonraki tiim modellerde formiiller bu sira
ile verilecektir. ‘

Isleyis Karakteristikleri Formiil

Sistem; sifir tinite bulunmasi olastigy - P, =1—p (171.1) -

Mesgul periyot veya mesgul sistem olasi- p (5 o) = o = A 171.2)
hg (bir iinitenin bekletilmesi olasiligi) : ’ 1)

Sistemde n iinitenin bulunmasi olasihi1 : P, = P,p" (171.3)

A

Sistemde beklenéh nite (misteri) sayis:: [, =
f—A

(171.4)

(*) ‘Formiller p <1 icin gegerlidir.
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A‘
Sistemde bulunanlarn varyansi DV, = t
(n—2)*
Kuyrukta beklenen iinite (miisteri) sayist: L, = MIA
[_1__.
Mesgul sistem igin kuyrukta beklenen L. = A
miisteri sayisi : u—a
Sistemde kisi bagina gecen ortalama W, = 1
siire : P g—aA
Sistemd i v !
ecen aryansi T
istemde pecen siire varya T
Kuyrukta miisteri basima ortalama - P
bekleme siiresi : ¢ WA
Mesgul sistem igin kuyrukta beklenen gy — __
ortalama zaman T B2

N

1.7.2. Sonlu Kuyruk Olmast Halinde M/M/I Modeli *>

169
171.5)
(171.6)
(71.7) |
a71.8
(171.9)

(171.10)

(171.11)

Sistemde miisaade edilen maksimum miisteri sayis1 N ile gdsterildigine

gore, (N-1) kuyrukta bulunan maksimum miisteri sayisiu verecektir. Boyle-

ce sistemde N birim bulundugu bir anda gelen miisteri geri cevrilecektir,

Sistemde N birim bulunmasi olasilifs Py ile gosterilirse A Py, birim zamanda

geri cevrilen (veya sisteme kabul edilmeyen) ortalama miisteri sayisini ve-
recektir. Asagidaki formiiller” LIFO ve SIRO servis disiplinleri iginde ge-

cerlidir. Bu modelde p=1 ve daha "biiyijk olabilir,

l1—p .
Topm ATw dem
A e i
NF1o v R

(172.1)

(*) Baslangigta yapilan varsayimlara gbre tiim - karakteristikleri standart notasyon ile
gosterilecek olursa; (M/M/1) : (FIFO/N/co) Modeli. Bu modelde 0« p< 0 dur
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Pn>0=1-PpP,

P, =Ppg* n<N ign

‘p (N+1)pN“ . ' .
- 1= 1 — 7t A7 igin
L,=
N . .
— ) A =11 igin

Ly = 1 fqpo
R +'&
Lm;m—%

Wo = 1TqPﬂ

1.7.3. (M/M/1) Modelléri icin Optimal 3 = (u*)

(172.2)

(172.4)

(172.5)

(172.@)
172.7)

(172.8)

(172.9)

Kararli durum kosullarinda bekleme ve servis maliyet fonksiyonlar:

lineer varsay;hrsa; birim zaman igin beklenen toplam maliyet, herhangi bir

tek servis istasyonlu model igin ;
Z=C.p+ C..L,
genel formiiléi ile hesaplanir,

Burada: ;

C, = Servis Marjinal Maliyet (TL/miisteri)

C. = Bekleme Maliyeti (TL/miisteri-birim zaman) -

(173.1)
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L, = — k)\ “olarak (1) denkleminde yerine konulursa;

‘ N _
Z=Cu+C, ( p—x ) ve . (173.2)
E— = (} tiirevi sifira egitlenirse ;
di :
- CW ‘ :
wa+(gmr ) (173.3)
£

optimal degeri bulunur.

Burada ) < 1 vejra p < 1 olduguna dikkat edilmelidir.

L.8. (M/M/C) Modélleri Formiilasyonu

Burada da bir ‘6nceki béliimde anlatilan (M/M/1) modeli i¢in yap-
tigimiz tim varsayimlar gegerlidir. Sadece servis yapan istasyonlarin sayisi
birden fazla (c) gibi bir tam sayidir, Tek kuyrukta bekleyen (sabirl) miis-
teriler, hangi servis istasyonu bos ise oraya yonelmekte ve servis gdrmek-
tedirler. - '

1.8.1. Standart (M/M/C) Modeli

Bu modelde diger bir dzellik ise; servis istasyonlarinin birbirinden ba-
gimsiz galishfn ve servis hizinin kanallar boyunca bagimsiz fakat benzer
oldugudur, (py = pe = pa ...... = u.). Ayrica asafida verilen isleyis ka-
rakteristikleri formiilleri; FIFO, LIFQ ve SIRO servis disiplinleri i¢in ge-
gerlidir. : :

Yalmz; bu kez p < ¢ veya (A/p.) < 1 kararh duruma -ulasmak icin
gerek kosuldur, Bagka bir deyisle, tiim sistemin ortalama servis oram (jc),
ortalama gelis oram (A) dan biiyiik olmalidir, Ayrica sistemin mesgul clma
olasiligy, .yani bekleme olasihgn P (n'> o) degil, P(n > ¢) ile hesaplanur.
Dolayis: ile; sistemdeki miisteri sayisi, servis yapicilarin sayisina esit olduk-
tan soma, gelen her miisteri beklemek zorunda kalacaktir.

M/M/c modelleri, bazi varsayimlarla, birbirine paralel M/M/1 sis-
temleri olarak disiiniilebilecegi gibi; birbirine seri bagh M/M/c tipi kuyruk
sistemleri de ayri ayrn M/M/c alt sistemleri olarak incelenebilir. Poisson
giris ve gkislar bu kolayligi saglamaktadir. 4
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Formiiller :
1
P, = °e—1 g°
g ) +
(Zi! o 1— L)
1= : c
£ .p og<n<e
nl =0
P-n =
p'n
(C’C""’) + P, n > ¢
pfuc
Py T s b -
(n2 ). c!(_p.c-—-A) ’
L pc+1
' (e—1) lc—p)® Pote
Lq = Lg-"__‘ o]
L,
L —
N )
W! =_EJ. : _E.
A |4
L
. wq e _f
Y T

igin

ign

(181.1)

(181.2)

(181.3) .

(181.5)

t181.6)
(181.7)

(181.8)

(181.%)

1.8.2. Kuyruk Uzunlugunun Sumwlandiriimas: Halinde (M/M [c) Modeli (*)

M/M/1 modelinde olduu gibi, eger, N > ¢ sistemde bulunmasina izin
‘verilen maksimum miisteri sayis: ise; n = N oldugunda veya kuyruk uzun-
lugu N — e ise, gelen miisteri geri gevrilir. Diger varsayimlar ise M/M/c
i¢in yapilanlarin aymsidir. Bu kez (p/c) = (A/pc) degeri birden kiiglik olmi-
yabilir, W,, W, ve W, sisteme katilan miisterileri; Py ise geri gevrilecek
miisteri olasiligin1 gdstermektedir. APy ise birim zamanda beklenen geri

0 .<p< o
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cevirme adedini vermektedir. Bu tiir sistemlerin 1§1ey1§mc iliskin karakteris-
tiklerin formullerl asagidaki gibidir :

- 1 . (182.1)
g 1\ gt
) + (=) Qo
) =0 i=c¢+1
?%g‘P'a ceg<n<<N igin
P,=< ‘ . (182.2)
g . p -
py P, 0Lngce igm
e-1
) pi .
Pn)>¢c)=1-0P, 1—7 (182.3)
¥
Pypctt K 0 \
L, = - (N — _r
T le—1) I (c—oF [1 ( ) (N “’( ) ( c )
- ' + o (1~Fxw) (182.4)
Ly=L,—p(l — Py) ' - (182.5)
L
L Finsd) (€ )
L -1
W, = L . (182.7)
o A (1—Py) P
W, = W, — - © (182.8)
P . . .
W, _
R LA 182.9
MBS o (1829)

1.83 (M/M/c) Modelleri l¢in Optimal ¢ : (c*)

Kararli durum kosullarinda, maliyet foiksiyonlarinin dogrusal olmasi
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ve ‘ilgili karar degiskeninin sadece servis yapicilarin sayisi varsayildiginda;
birim zaman igin beklenen toplam maliyet :

Z=C -C+C, L (183.1)
formiilii ile hesaplanabilir.
Burada;

c # Birim zamanda bir servis istasyonunun maliyeti

L ise L,, L, veya L, degerlerinden herhangi biri olabllu' C ve C,, ise
daha &nce tanimlanmistr.

Siireksiz Z fonksiyonunda (giinkii ¢ bir tamsayidir) optimal ¢ yi bul-
mak i¢in marjinal analize basvurulur.

Z(C*) < Z(C—1) ve
Z(C¥) < Z(C+1) dir,

Buradan; B |

Z(C—1) > Z(CY) < Z (C*+1) veya (183.2)
C" - (Ct—1) + Oy - L(C*~1 > C. - C* + C, + L(C*)

O +DHC, LCHY)  (1833)

esitsizlifi elde edilir, Bu esitsizlik daha da basiﬂestirilerek L (C*) cinsinden;
~L(C*) —L{C*+1) < C/C, <L(@C*—1) —L (C*) (1834)
haline doniistiiriiliir. <

2. (')mek Problem

Birinci béliimde anlatilanlarin perspektifinde, M/M/1 ve M/M/c mo-
dellerinin uygulamasi, bir drnek iizerinde bu béliimde tartisilacaktir.

Ug pompanin servis yaptigi ve sadece abonman miiteriierin yararla-
nabildigi bir benzin istasyonunu ele alalim. Miisterilerin gelis prosesi Poisson
dagiimina uygundur. A = 0.9 araba/dk dir. Uygunluk testleri sonunda her-
bir pompanin servis siiresi dafilimunin iissel ve ortalama servis oramimn,
n = 0.4 araba/dk. oldugn saptanmustir. istenilen ise; sistemin miisterilere
daha etkin ve kaliteli servis sunabilmesidir.

~ Bu verilere gre; kuyruk teorisi yaklagimi ile sistemin davram§1m ana-
liz etmek ve yeni diizenlemeler veya politikalar gelistirmek miimkiindiir.




Kuyruk Teorisi (= Bekleme Hatti Teorisi) : 175

2.1. Yukarida anlatdanlardan tek asamali ve gok kanalli bir kuyruk
sisteminin yonetimi s6z konusu edilmekte isede; sayet, herbir pompanin
6niinde tek kuyruk, kuyruklarin se¢imi tesadiifi ve sabirlh miisteriler var-
sayim1 yapilabilirse; gercek sistemi, birbirinden bagimsiz ii¢ adet, tek asa-
mali, tek kanalli bir kuyruk sistemine’ benzetebiliriz. (Bkz. Sekil: 5) Gelis
oram bu kez her bir alt sistem igin (0.9/3) = 0.3 araba/dakikadur.

Buna gore boliim 1.7.1 de verilen formiillerden ;

Pin>0 =075

P, = 0.25
L, = Ly = 3 araba
L, = 2.25 araba

Vi = 12 araba?

W, = w, = 10 dak/araba
W, = 7.5 dak/araba

V.. = 100 dak?bulunur.

/
1. Mampa 2 Pompax A3 Bampa
('," o4 ("'.' O 4 (\'} = &

ol

l;o,g

(Sekil : 5) — Benzin Istasyonu Kuyruk Sistemi
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Sistemin tamam gdzodniine alindiginda, pompalar zamanin % 25 inde
bostur, Miisterilerin % 75 i ortalama 10 dakika beklemek zorundadirlar.
Kuyrukta bekleme zamani (W, = 7.5 dak/araba) serviste gegen siirenin
(l, = 2.5 dak/miisteri) ii¢ mislidir. Bir bagka deyisle miisteri kaybetme
» _

orani tek kanalll sistemler igin R = ,\A olarak bilindigine gore, bu du-

rumda R = 3 diir. Tiim sistemde bekTenen miisteri sayis1 ise {3 pompa X
3 araba/pompa) dokuzdur. Varyans ise 36 araba kare (12 + 12 + 12)
bulunmaktadir.

Yukarida anlatilan kuyruk sisteminin davramsim daha iyi anlamak ve-
ya kontrol edilebilir degiskenler vasitasiyle sistemin yonetiminé katkida bu-
lunmak mitmkiindiir. 1.7.1 de verilen formiillerden yararlanarak asagidaki
degigkenlerin yeni degerleri karsisinda sistemin diger karakteristiklerinde
meydana gelebilecek degisiklikler gozlenebilir, Ornegin ;

1. Pompalardan birinin bozulmasi durumunda,
. o= 0.3, 0.35 ve 0.5 ortalama degerleri almasi halinde, ‘
. = 0.3 ve dort pompa olmas1 halinde sonuglarin ne olacai, ve

2

3

4, Tiim sistemde sadece iki miisterinin olmas: olasihi,

5. Bes dakikadan fazla bt;kletin-emek igin kac pompa olmasi gerektigi,
6

. Miisteri kayip oranunn iki ve sistemden yararlanma oramimin % 60
olabilmesi ig¢in degerinin araligi v.b.g. karaktenstlkler hesaplana-
bilir,

2.2. Benzinlik girisinde, her pompa igin N = 2 simirina ulasinca gelen miis-

teriler kabul edilmedigi takdirde bdliim 1.7.2 de anlatilan tipte bir model
karsimiza gikar, Adi gegen bolimdeki formiiller yardimiyla;
p =075
P, =043
P (n>0) =057
L, ‘= 0.80 miisteri
L, = 0.23 miisteri

L, = 0.40 misteri
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W, = 3.5 dakika

W, = 1.0 dakika
W, = 1.75 dakika

Goriildiigti tizere bir dnceki duruma nazaran, kuyruk uzunlugu, kuy-
rukta bekleme ve sistemden yararlanma oranlarinda onemli Glgiide azal-
malar meydana gelmistir. Elbette bu sonu¢ yiiksek bir geri ¢evirme oram
karsiift elde edilmistir.

Bir ¢nceki modelde oldugu gibi bu kez de su tiir sorulara cevap ara-
nabilir,
1, Ortalama, dakikada veya saatte kag miigteri geri gevrilmistir ?

2. Miisteri kayip oram1 R nedir ?
3. Geri gevirme oranmi yiizde onda tutabilmek igin N ne olmalidir?
4, Yeni N degerinden isleyis karakteristikleri nasil etkilenmektedir v.b.

Ayrica modelin C, ve C,, degerleri biliniyorsa optimal C* degerl de
boliim 1.7.3’den yararlanarak hesaplanabilir.

Bundan sonraki bolimlerde ise benzinlik sistemini (M/M/C) kuy-
- ruk modeli gibi ele alarak (M/M/l) ile bir kiyaslamas1 yaptimustir.

2.3 Benzin istasyonunda bu kez yeni bir diizenlemeye gidildigini ve sistemi
bir tek kuyrugun besledigini varsayalim. Yani bu durumda C=3, A=0.9
araba/dakika, £ ==0.4 araba/dak. ve ;=225 < 3 olan bir (M/M/C) mo- -
deli séz konusudur. Sistemin bos kalma olasilii;

1
P, = .
i 0 . 1 K 2 . 3
7 (2.25) (2.25) {2:25) (2.25)

0l 1! 2! 31(1—2.25/3;

= 0.0748 bulunur.

Bolim 1.8.1 de verilen formiillerden Tablo 1 de birinci siitun sonuglar
elde edilmistir. Jkinci stitun sonuglari ise daha dnce elde edilmisti. Deger-
lerin kiyaslamasi yapildiginda yeni diizenlemenin, yani miisterileri tek kay-
rukta toplayip bosalan pompaya sevketmemn Onemli gehsmeler sagladig
giriilmektedir,

Dikkat edilirse, formiillerden yapilan hesaplamalar olldukc;a zaman
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alict ve stkicidrr, Gergek uygulamalarda hazir tablo, grafik veya bilgisayar
paket programlarindan yararlandir @7

Tablo 1 — M/M/3 ve iig alt sistemli M/M/1 Modeli

sleyis Karakteristikleri M/M/3 Modeli M/M/1 Modeli
' D) : (2)
P (Bekleme) - 0.57 075 | ' .
L. 3.95 araba -7 9.00 araba (tim sistem)
L, 70 a 2.25 araba-(ii¢ kuyrugun herbirinde)
L, - S 298 - 9.00 araba {(tim sistem)
W, 4.39 dak/araba  10.00 dak/araba
W, : 1.89 » 7.50 dak/araba
W, 331 » . 10.00 dak/araba

[
2.4, Ornek problemde (M/M/C): (FIFO/N/oo) modeli, N igin degisik
degerler vererek incelenebilir. Ayrica pompalara nezaret eden operatdrlerin
maliyeti (C’.) ve miisteri bekleme maliyeti (C,) da biliniyorsa optimum
pompa sayist hesaplanabilir, ‘

Sonuc

" Sonug olarak kuyruk sisttemlerinin karakteristikleri bilinirse modelinin
kurulmas: veya formiile edilmesi kolaylasir. Boylece analitik yoldan prob-
lemin ¢Oziimii ve optimizasyonu saglanabilir. Sayet kuyruk sistemi karmagik
* bir nitelik arzediyorsa analitik ¢oziim yerine Simulasyon ydntemi tercih
edilir. Tipik bir karmasik kuyruk sisteminin &zellikleri sunlardir ;

a) Gelis prosesi veya gelislerarast siire teorik degil fakat ampirik bir
dagilima veya belirli teorik dagilima @rnegin normal dagilima uygundur,
Diger taraftan aymi proses zaman iginde sabit degildir. Ornegin mevsimlik
degismeler veya giin iginde mesai bitisi veya baglangicinda farkl karakter
gosteriyor -olabilir.

b) Servis olanaklari ampirik -veya teorik servis siireleri dagilimina
gore isliyor olabilirler, Servis hizi duruma veya zamana batimli olarak de-
gisiyor olabilir. Ornegin kuyruktaki miisteri sayisma gbre servis aceleye
getirilip kisalabilir, Sistem paralel ve seri bagh birgok istasyondan miitesek-
kil olabilir. :
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¢) Gegis devresine ait kuyruk proseslerinin incelenmesi istenebilir. Ya-
ni, sistemin kararli duruma gececek kadar uzun siire 1slet11med1g1 durumlar
s6z konusu olabilir.

Kuyruk sistemlerinin simulasyonu baska bir makalede ayrintii bigim-
de ele alinacaktir.
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