1 — PLANLAMA MODELLERININ LINEERLESTIRME
PROBLEMLERI

- D. B. PRESSMAR ve B. JAHNKE (¥)

[Tek  deffiskenli nonlineeriikler,
planlama modellerinin degiskenleri ve-
ya -parametreleri zamamn nonlineer
fonksiyonlar: ise veya, zamamn lineer
fonksiyonlart birbirleri ile carpildiin-
da ortaya ¢rtkmaktadir. Bundan baska,
malivet ve gelir fonksiyonlari bir ¢ok
durumda tek defiskenli nonlineer te-
rimlerden olusmaktadir. Bu nonlineer
yapilar, tekli veva g¢oklu olarak cesitli
tipten lineer fonksiyonlar ile yaklasim-
iartabilir.]
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The Li;xcarizing Problems Of
Plamiing Models

Nonlinear functions with single
variable occur when variables or pa-
rameters of planning models are the
nonlinear functions of time. They are
also occured by the multiplication of
the linear functions of time. On the
other hand, parameters of the cost and
income functions are single variable
nonlinear parameters. Single or multiple
linear functions can be an approach
for these nonlinear systems.

Lineer planlama modelleri genel olarak lincer amag fonksiyonu ve
lineer kisitlarla karakterize edilir. Bununla beraber, planlama probleminin
kisitlarda ve amag fonksiyonunda lincer olmayan fonksiyonlarin bulunma-
st gerektiren durumlart da gozlenmektedir. En etkili optimizasyon algo-
ritmalar1 lineer programlamaya dayandigindan, lineer olmayan kisimlary
lineerlestirme yardima ile lineer bicimlere dbniistiirmek yararli olmaktadir.
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Lineer olmayan durumlar :

(I) Modelin degiskenlerinde

{II) Dinamik modellerin parametre ve katsayilarindaki degisimleri be-
lirleyen zamanin fonksiyonlarinda olmak iizere iki ana kategoride gézlenir,

Degiskenlerdeki lineer olmayss ile ilgili birinci durumda yalmz tek-
degiskenli fonksiyonlar veya tckdegiskenli lineér olmayan terimlerin lineer
. kombinasyonlar1 incelenecektir. Lineer olmayan ¢ok degiskenli fonksiyon-
larin biitiin diger smiflary, harig tutulmustur. S6z konusu tipik durumu agik-
lamak {izere, monopolistik bir pazarda satis gelirleri nonlineer fonksiyonu
e (x) i gBzbniine alalm. Bu ikinci dereceden cok terimlinin - sekil 1.a, 1.b
de gosterildigi gibi parca parga lineer g (x) fonksiyonu ife yaklasim,

() >q 0= 3 q ) (L.1)

ile verilmistir ki burada
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iken birinci dereceden spline fonksiyonu (1) ile yaklagilmast halinde

- B
. -1

[x'i—h xi)y A- .
q(x): = ) e(uia)Fali—xi),x € = L as

[Xn—ls x.n], i= n

0, bunun disinda

ile tammmlanmigtir.

>

X), vaklasim arahifn dahilinde serbest koseleri gdstersin; dolayisiyla
bu kiseler parcali lineer yaklasim fonksiyonunu olusturan dogru parca-
~ larmm belirler. Sekil l.a ve 1.b de goriildiigii gibi dogru parcalarimi gra-
dientleri «;, basamaklari ise Q, ile belirlenmektedir.

ikinci kategori nonlineeriteler, dinamik planlama modellerinde kar-
simiza ¢ikan tipik problemlerle ilgilidir. Planlama periyodunun esit uzun-
lukta zaman araliklarina ayrilabildigi hallerde genel olarak dinamik mo- .
dele basamak zamanli bir yaklasim uygulanir. Zaman araliginin i¢inde
modelin statik oldugu varsaydir ve modelin dinamik yonil iki ardisik za-
man araliim baglayan iliskilerle belirlenir. Her bir zaman araligina zaman
degiskeni acisindan sabit olarak gdzOniiné alinan parametreler, katsayilar
ve karar degiskenleri atfedilir.

Bununla beraber, gercekte, sayet katsayillar ve parametreler zamanin
keyfi fonksiyonlar: iseler bu katsayr ve parametreler, drnegin yaklagilan
fonksiyonu koseleri modelin zaman dilimlerinin uglari ile eslesen basamak
fonksiyonlar1 ile ifade edilebilirler,

Zamani kendisinin bir degisken oldugu bazi dinamik lineer model-
lerde (7) basamak fonksiyonlari disinda diger parcali lineer yaklasim
fonksiyonlar1 kullanilabilir. Ornegin birinci dereceden spline fonksiyonlar.

Bu halde yaklasim. problemi, (1.1) — (1.3) arasi belirlemis oldugu-
muz ifadelete benzerdir. Ornegin, sekil 2a ve 2b orifinal p (t) fonksiyonu
12 aylik satiy fiyatum gostermek iizere bu fonksiyona degisken koseli iki
tip yaklasim gostermektedir. Yaklasim problemi

: n

P> a): =3 a:() (14

seklinde yazilabilir ki burada
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Sekil 2a bir basamak fonsiyonu yaklasimim ve $ekil 2b spline yaklasimini
gbstermektedir, Bunlarin her biri n=4 degisken kdseli veya n+1=35
segmentlidir.

Sekil- 2a ve 2b sirasiyla, verilen bir n=4 degisken kogeli veya' n+1=5
segmentli bir basamak fonksiyonuna yaklasimi ve spline yaklasimmi gos-
termektedirler. '
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Basamak ve spline yaklasim fonksiyonlari kanonik sekilde (1.2) ve
(1.3) ifadeleri ile verilmistir. Farkli tipte yaklasim fonksiyonlar: igin
genel olarak yaklasim araligini pargalara ayrilmasinin farkli olacagim be-
lirtmekte yarar vardir. Asagida bu yaklasum yonteminin . teorik temeli
verilmektedir; bilgisayar deneyimi reei katsaylli poligon oldugu varsayilan
orijinal fonksiyonlara dayanmaktadur.

2 — ETKIN YAKLASIMLAR ICIN BAZI POSTULALAR

Daha Once belirtildigi gibi pargali lineer yaklastm fonksiyonlar: lineer
-planlama modellerinde biiyiilk bir Sneme sahiptir. Bu gergefe ek olarak
su soru cevaplanmahdir: Yaklasim fonksiyonlarinin katsayilari ve degisken
koseleri nasil belirlenmelidir ? Coziim, yaklagim yOnteminin amagclarina
gore degisir. -

Ekonomik modelleme acisindan bes yaklasim postulat: yararli go-
riilebilir.

(I). Yaklastm fonksiyonu orijinal fonksiyondan minumum sapma
saglamalidir. _

(I1) Etkin bir yaklastm fonksiyonu, verilmis bir uyusum kalitesine
(goodness of fit), parcall lineerlesmeyi tamimlayan minumum sayida kose
ile ulasmalidir. '
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(IIN) Orijinal fonksiyon ve yaklasim fonksiyonu yaklasimin her bir
- par¢asinda veya hic olmazsa tiim arahfm iginde es alanli (ermiareal) ol-
malidir. ' )

(IV) Yaklasim araligi- iginde, her bir parganin sonunda, yaklasim
fonksiyonu ve orijinal fonksiyon kesismelidir, yani yaklasim fonksiyonu
birinci dereceden bir spline olmalidir.

(V) Yaklasim araliginn basinda ve sonunda yaklasim fonksiyonu
-verilen keyfi herhangi bir degeri alabilmelidir.

Postula I yaklagimin en genel amacini simgelemektedir, Bundan bas-
ka orijinal fonksiyonun ve yaklasim fonksiyonunun yaklasim araligi igin
koselerrde kesismesi (postula IV) ekonomik model kurma icin Snemlidir.
Oyle ki bir. LP yaklasimimn degiskenlerinin optimal degerleri kisitlayica
araligin iist kenarinda olusur, Boyle bir aralifin yaklagim aralifinin bir
dogru pargasi ile belirlenmesi halinde, LP ¢6ziimii optimuma ulasmus ise
vaklasim degeri ve orijinal deger 6zdes olacaktir.

Postula II, asaBidaki ifadelerde ele aldigimuz gibi, yaklasim proble-
mine yeni ve Snemli bir gbriis getirmektedir. Genel olarak, ekonomik mo-
dellere yaklasim ybntemi, Onceden belirli es uzaklikli koselere veya, bazi
hallerde, yaklasim aralig: iginde verilen bir pargalama ornegine dayanir.
Zaman basamakli ekonomik moddelleri gbzOniine alirsak, zamana bagh
olarak degisen parametrelere doyuran bir yaklasim temin etmek igin ge-
rekli basamak sayisi, modelin boyutunu hatirr sayilir bir sekilde etkiler.
Bu durumda, minumum zaman basamag kullanarak uygun bir uyum- te-
min eden bir yaklasim bulmak, modelin boyutunu hesaplanabilir bir dii-
zeyde tutabilmek ‘igin simirlamak veya hatta indirgemek agisindan Snem-
lidir.

Postula Ill'te yaklasim fonksiyonunun ekonomik modellerin tasari-
munda belirli bit nemi olan bir ozelligi karakterize edilmektedir. Pek gok
halde yaklasilacak planlama modelinin katsayi ve parametreleri iiretim
hizi, satis hiz1 gibi akis hizlarim gostermektedir. Bu katsayr veya para-
metrelerin fonksivonlarinin herhangi bir zaman araligindaki inteerali, yak-
lasim fonksiyonlarimin ayni araliktaki integraline esit olmalidir, Benzer bir
esalanli yaklasim problemi, orijinal fonksiyonun birinci tiirevine yaklas-
manin daha uygun gbriindiigii halde ortaya cikmaktadur. :

Biitiin bu postulalar bir arada gbzoniine alinirsa bazilarmin birbirle-
riyle celiskili oldugu goriiliir. Ozellikle postula YII ve IV. Gergekten her-
hangi bir orijinal nonlineer fonksiyon igin hem esalanli olma hem -de birin-
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ci derecede spiinc_ olma o&zelliklerini tasiyan bir pargali-lineer yakla&m _
fonsiyonu bulunamaz.? Bu 6zel durum disinda, genellikle, bu postulalar
takimu onerilen yaklasim teknigi igin belirleyici olacaktir.

3 — TEK BIR FONKSIYONA YAKLASIM.
3.1. Parcali-Lineer Yaklazm Fonksiyonunun Temelleri

f (t), bagka bir g (t) fonksiyonu tarafindan yaklagilacak olan orijinal
fonksiyon olsun. Biitiin niimerik ve bilgisayar uygulamali Srneklerin, po-
linom olan orijinal fonksiyonlara dayandips gdzéniinde bulundurulmalidir,
Bu bir kisitlama olarak diisiiniilemez zira verilen bir fonksiyona polinom
ile yaklasmayi veren birgok bilinen yontem vardw (Srnegin serilere agilim
yontemi).

Yakla.v?nn,-
H: = lt, t] ‘ - (3.1)
aralifinda tanumlanmustir ki burada dogru pargalar

n-1

[tl'—l! tl').l‘ l=Al - '
T

tn-1, tn), =0

ile verilmistir ve t, << t; < £y «..... <t < s ' <ty dir. .. (3.3)
Boylece yaklasim fonksiyonunun késeleri yani t, ler tanimlanir.

Yukarida verilen postulalara gére g (t) yaklasim fonksiyonu
” . a .
g(1): =3 (4 \ (3.4)
=1

seklinde yazilabilir ki burada,

aiti—bitis | bi—ay " '
B (t) ¢ i —ti— t—t Lte H'i A (3-5)

g, bunun disinda

2) Bu ozellik, f(t) nin, Srnefin g6z6niine alma.n yaklaslm araliginda tam digbukey
(konveks) olmasi halinde gegerlldlr "
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Parcal: lineer vaklasim fonksiyonu g (t) geometrik olarak sekil 3 de
gosteritmistir. Genel halde, bu fonksiyon siirekli bir sekilde baglanmamis
bir dizi dogrulardan olusmustur. Yaklagm fonksiyonunun bu genel geo-
metrik sekli. (sekil 4 a'ya bakiniz) «siireksiz kirik gizgi» olarak adlandiri-
lacaktir, Ayrica yaklasim fonksiyonunun iic Szel tipi sekil 4b, 4c ve 4d
de oldugu gibi gosterilebilir. Bilhassa bu ii¢ ilave tip yaklasim fonksiyonlar
asagidaki sekilde belirlenebilir :
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n-1

' Bisps A ' '
@ | b,.=[ '} | (3.6)
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0, _ bunun i
~diginda

M

.,

olmak tizere «siirekli kink cizgi» (Sekil 4b ye bkz)
(I (3. 6) ya ﬂave olarak

bi=f(t:)(= : 1) A : (3.8)
=0
1 ,
ve
fi-a fi—f«ct«c—1+ Vh_fi_it, e H, 7
o) = ity t;—ti K (3.9)
§ bunun i=1 )
o, disinda

olmak iizere “spline fonsiyonu (birinci dereceden)” (Sekil 4c ye bkz.)

(I11)

a; = b, A . (3.10)
ve
i, == Hi » .
g(t) = Cbumun 2 A : (3.11)
G, diginda | =

‘olmak tizere «basamak fonsiyonu» (Sekil 4d’ye bkz.)
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Sonug olarak IV iincii tipin (3.5) de «siireksiz kirik glzgns olarak ta-
mimlandig “hatirlanmalidir,

Su anda sorun, bu gesnth tipte yaklasun fonk51yonlar1mn bllmmeyen-
lerinin. nasil belirlenecegidir,

Tablo 1 yukarda agikladifimiz dért duruma karsi gelen bilinmeyen-
- lerin tip ve sayilariu vermektedir. Yaklasim aralifunm baglangici t, ve sonu
t, in verildigi varsayilldigina gére belirlenecek yalniz n-1 tane degisken var-

dir, Bilinmeyenlerin bir kismunm sabit deferler alarak agikea isleme gir-

meden Snceden belirlenebilmesi olanagi uygun bir ¢oziim sekli saglar,

Bu bilinmiyen sayisimin indirgenebilir oldugunu gésterir. Ayrica, birin-
ci dereceden spline fonksiyonu .ile yaklagtm minimum bilinmiyenli bir
problem verirken maksimum bilinmiyen saysi, IV iincii hale gire pargali-
lineer yaklasim fonksiyonunun genel seklinin uygulanmast ile ortaya gikar.
Bilinmiyenleri belirlemek igin gerekli bilgi, yaklasim ydnteminin amag fonk-
siyonundan tiiretilmelidir. Yaklasim kuraminda esas olarak iki yol One-
rilir.: Tchebycheff-yaklasimi (Cebisef-yaklagimiy ve L, - yaklasimu (8). Prob-
lemimizi gézmek igin L., - yaklagimi segilecektir. Bu yaklasimimn gesitli avan-

tajlart vardir: Hesaplama ile ilgili sorunlar, ¢ok biiyilk degildir, her tip

yaklasim fonksiyonu igin bilgisayar kullanarak kolaylikla ¢oziilebilir. IIT ve
IV ‘durumlarinda bu yaklasim, asagida kamtlanacag: gibi, es alanli yakla-
simla ilgili postula IT'yi de gergeklemektedir.

Yaklasim fonksiyonu tipi Bilinmeyen tipi Bilinmeyen sayist

(Ip Siirekli kurk gizgi by bys oo B

; » 14+ nad+@n—1)=2n
B AR I A B

(Ill) Basamak fonksiyonu Gy oo iy nt+(n—1) =2n—1

Lo lpag I

I . .. [ SURTLER . .

@v) Stireksiz kunik eizgi : ’;’1’ Ao by i nt+n+@m—=1)=3n—1

fis e by

Tablo : 1

En iyi yaklasimm varlifi esas olarak teorik dneme sahiptir. Pratik
olarak, ve higbir 0zel durumu hesaba katmadan sabit koselerle yaklagimin
verdiginden daha iyi yakiasimlar elde etmek her zaman olanaklidir.
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Bununla beraber, I, II ve III durumunda en iyi yaklagimin varliginin,
Rice (9)n siireksiz kirik gizgiler haline de genellestirilebilen bir bulgusu iie
uyum halinde oldugu sdylenebilir. II, III durumlarinda en iyi ¢oziimiin sii-
reksizligi igermesi, Srnegin bazi kdselerde basit bir sigrama olmasi, her
ne kadar niimerik deneyimimiz dahiiinde hig¢ ortaya c¢ikmadiysa da olanak-
hidar.

3.2, En Iyi Yaklagmmn Belirlenmesi

Degisken koseli spline yaklasimini karakterize eden hig bir teorem
bilinmemektedir. (2, 9); sadece derecesi 1’den biiyiik ”spline” igin -Hand-
scomb (4), hem ayrnk kodgelerin varligi hem de ¢Bziimiin tekligi icin yeter
kosullar1 vermistir. Asagida en iyi yaklasan par¢ah-lineer fonksiyonlar ka-
rakterize edilecektir ve sonuglarin ekonomik modeller igin énemli oldugu
goriilecektir,

Lp-yaklasimi, {g-f) (t) hata fonksiyonunun Lp-normunu minimize et-
me esasina dayamr. Bu norm

Lg- N =(figo) - RO an'e. (3.12)
H

seklinde yazilabilir. L, - normu halinde

minimize Z* ; = V St - f)y? at. (3.1'3)
! J _

pfoblemi ¢oziilmelidir. (3,13) deki «karekSk» operatdrii monoton olma
6zelligini igerdiginden

minimize Z: = [(gtr) ~ A(1))? dt. (3.14)
H .
seklinde ifade edilebilir. Parcali-lineer g (t) fonksiyonuni; gbre problem
n rl 7
minimizeZ=‘Z‘/ [ @-nwa. (3.15)
=] -
fi—1 ‘

sekline doniisiir.

Orijinal f(t) ve g; (t) fonksiyonlari tiiretilebilir oldupundan minimi-
zasyon problemi Z nin kismi tiirevlerini sifira esitliyerek g¢bziilebilir. Genel
tipte yaklagim fonksiyonu igin kismi tiirevler sistemi
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@) ng Lo (f =@ =0 )
b 7 'Z) ?ﬂ’(g —fde=0 A |
® =L f ® A (3.16)

s a ' .
Z 53, " B, _ -0}
© aT,-‘,,Zz},zrf 1ab,-(""’ Nyde=0 4
| .

ile verilmistir,

Bu nonlineer denklemler sistemi (3,6), (3,8), (3,10} denklemlerini uy-
gulayarak ve sifira dzdes olan kismi tirevleri ihmal ederek diger {i¢ yak-
lasim fonksiyopuna da uygulanabilir. (3.16) sistemi {izerindeki tartismalar
stirdiiriiliirse su sorunun cevabi ortaya gikar : Yaklasim fonksiyonlarimm han-
gisi esalanli olma &zelligini icermektedir. s '

Ejer siireksiz kirik cizgi (IV tincii hal) gbzéniine alinirsa

3z _
@ 55 [f G - f)z(’)d”f (gm—f)(t)drl—o A

[T 7
oz B
@ | afm{l(mr)(g, Ny d =0k 61
Z_ 2 M :
© T {_ =0 DO =0 f
elde edilir. (3.17b) ve (3. 17c) nin toplamt
az L9z '
—2] E@-NOdr=0 4. (3.18)
| £ Y _
i verir ki bu da,
. ry 7] ' " ’
[ fde= [ gnydr £ . (3.19)
-1ty =t
ifadesine egdegerdir,
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_ Bu sonug her H; pargasi iizerinde orijinal fonksiyon ve yaklasim fonk-
siyonlarini integrallerinin es biiyiiklikkte oldugunu gosterir; dolaysiyla, ge- -
nel IV halinde, yaklasim esalanhdir.

I siirekli kirik ¢izgi hali ile ilgili olarak sadece 9z/0b; kismi tiirevleri
gdzoniine ahnmalidir, Bundan dolay1 (3.19) da ifade edildigi gibi bir denk-
lem, formiile edilemez; bu, génel olarak, siirekli kiik gizginin ek kisitlar
olmaksizin esalanl olamiyacagm gisterir,

Spline fonksiyonu ile yaklasim -(II inci hal) 9z/9a; ve 9z/9b, kismi tii-
revleri bulunmayan denklemler sistemine gotiiriir. Dolayisiyla (3.17) —
(3.19) ifadeleri ile gosterilen bir sonug da mevcut degildir, Spline yakla-
sirinin esalanli olmadify agiktir *.

III basamak fonksiyonu halinde, kismi tiirevler 9z/3a, sifira esitlenirse
asagidaki denklem’ sistemi elde edilir.

0Z _ Hoag oo 1 '
—é-ﬂ—[_zf '&T’@i(r)—f(r)) ﬂf-Q ‘._/__\‘]’ . (3'20)

LFE

g () = a, = 3g,/da; = 1 oldugundan

2 f @-fenar=o f. ' @21)

ri_
Bu sonug¢ basamak fonksiyonu ile yaklasma halinin de esalanli olma ozelli-
gini tasidifinu gdsterir. '

Siirekli kirik ¢izgi halinde (I hali) esalanll yaklasim elde etmek igin
ek kisitlar kullamilmahdir, Bunlar

i

J @-poa=o} . - (3.22)

Y-

ile verilmigtir, Lagrange garpanlan yontemi kullanarak optlrmzasyon prob-
. lemi

-1

minimize L : = Z ~ Z);\,f (g,-—j)(t)dt. (3.25)
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ile ifade edilebilir. -Eger sii‘ndi kismi titrevler sifira esitlenirse

oL _98Z -ty S
() o, of, ’Br f & - NN dt"Rfﬂ “\/ - N de=0 :’-‘:
Jf_ r’ =
_ oL _dzZ -
- 3b, 3k, —%N{r;— )= 3Nt (tper — 1) =0 ‘ijo | (3.24)

© f @i- ,t)(r) dr=0 n
iy i
elde edilir. Bu 3n nonlineer denklem sistemi gbziilerek biitiin bilinmiyenler

belirlenebilir. Dolayisiyla esalanli bir yaklasim elde edilir.
' l

3,3. Ek: Yaklasimun Esuzaklikli Koseleri

" Yaklasim fonksiyonunun késeleri degisken olarak tamimlansa bile bu
fonksiyonu L,-normuna gére optimal oldugn yaklasim arahigim egbityiik-
likteki pargalara bolme yani yaklagimin késelerinin esuzaklikta olma &zel
bir durumu ortaya gikabilic, Bu o6zellikle, orijinal f (f) fonksiyonu ikinci
dereceden bir polinom iken yaklasim fonksiyonunun birinci dereceden
spline fonksiyonu olmasi halinde, kargilagilabilir.

Ikinci dereceden polinomlar
@) = t2 | S (3.25)
den yatay ve diisey doniisiimler vasitasiyla ve dlgekleme faktorii kullanarak
tiiretilebilir. Bu nedenden Gtiirii (3.25) normal parabolii asafidaki mate-
matik tiimdengelim sonuglarmi kisitlamaz. Bundan dolay1 esuzaklik 1spat1
basitlik amaciyla bu tip bir polinoma dayandirtlmistir,

Yaklagim fonksiyonu spline fonksiyonunu (IT inci hal) belirleyen (3. 9)
tanimuyla verilmistir, Slmdl amag fonksiyonu igin

minimize Z = E f @0~ e (3.26)
’I 1 .
vardir. Bu minimizasyon problemi kismi tiirevler sifira esit kilinarak ¢ozii-
litrse

-' - : 2. =1
ng = 1Py~ 10 + 5800t = 1) +31(tpe =~ o4 = 170hs —171) =0 A
(3.27)

elde edilir.
Bu denklem sisteminin agik (explicit) ¢oziimii {i¢ farkli sonuca gotiiriir.”
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(8) iy =ty ;
b) = %(fm 1) ) ni{l (3.28)
= .

Sanal ¢oziim oldugundan (c), ¢Oziimler arasindan cikartilabilir. Co-
ziim (a) biitin H; dogru pargalarimin tek bir noktayla gakistigi hali belir-
ler; bu t,, t, nin sifiudan biiyiik uzunluklu bir H araligi belirledigi varsayimi
ile geliskilidir. Dolayisiyla bu da cbziimler arasinda gikartilabilir. Son .
olarak ¢bziim (b), t; ile tanimlanan i k8sesinin, iki komsu i—1 ve i +1 kdse-
lerinin tam ortdsinda oldugunu - gdstermektedir. Bu ¢dziimiin L, normunu
minimum yaptigl, optimizasyonun bazi bilinen kurallar1 uygulanarak gos-
terilebilir ®,

3.4, Niimerik Ornekler , A

Gmerdigimiz yaklasim prosediiriiniin etkinligi, bazi niimerik Ornek-
lerle belirlenecektir, Islemsel nedenlerle, esas fonksiyon bir polinom olarak
secilirken yaklasim fonksiyonu bir basamak fonksiyonu (Durum III) veya
bir spline fonksiyonu (Durum II) olarak secilmektedir. Siiphesizki burada,
diger tipten yaklasim fonksiyonlari da uygulanabilir, :

H)=p(t)=5.0 4 3.00—0.8/2 +- 005t < [0, 12]

i 0 1 2 3 4 z
Basamak Fonksjyonn - :
1 0 5.41 10.27 11.25 12
a; _ C e 128 4,18 7.01 10.35 8.0}
Spline Fonksiyonn
' 2 o . 222 8.35 1031 12 2.40
Tablo.: 2a
Esuzakllkh Segmentlerin :
saylsl n 4 6 i 8 12
Basamak Fonksiyonn o
Z 24.65 1246 94 7.32 - 3.35
Spline Fonksiyonu
z 855 175 — —_ —

Tablo : 2b
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Bilinmekte olan bir drnekle baslayabilmek igin Sek, 2a ve 2b de gis-
terilen polinont ve yaklasimlart analiz edilecektir. Bu grafikler etkin yak- -
lasimlar: belirlemektedir; burada n = 4 adet yaklasim segmenti alinmakta-
dir. Yaklagim belirleyen biitiin veriler tablo 2a da verilmektedir. Farkli
- tipleri belirleyen bu yaklasim fonksiyonlari arasinda agikga poriildiigii gibi

spline fonksiyonu, basamak fonksiyonuna nazaran daha diisik degerli bir
kriter fonksiyonuna sahiptir. Bu yeni yaklasim Onerisinin etkinligi tablo 2b
den okunabilir. Kriter fonksiyonunun aldig: degerler, esarahkli segmentas-
yon durumu igin cesitli kése sayilarma gore verilmektedir. Esit uzunluktaki
n=4 adet segment almakla esas fonksiyondan sapmay: gosteren kriter
fonksiyonunun degeri, tablo 2a da gosterildigi gibi her iki yaklasim fonksi-
yomu tipi igin 3 veya 4 defa daha yiiksektir. Degisken kise sayisi halinde
yaklagimin kalitesini degerlendirebilmek icin iyi bir kriter asagidaki so-
tuya bir cevap bulunduju zaman ortaya gikmaktadir : Es deger bir uyum
saglamak icin kag adet es olgiilii segment gerekir? Tablo 2b'den goriilebile-
cegi gibi basamak fonksiyormu iki kat segment gerektirmekte, spline fonksi-
yonu uygulamasi halinde ise 4 yerine 6 kat segment gerekmektedir. Bu-
nun anlami dinamik bir modelin biiyiikliigiiniin 2 den 4 kata kadar artaca-
-fadir, Diger bir deyisle bizim etkin yaklasim yéntemimizin kullanimasi ile
bir planlama modelinin biiyiikliigii, sabit késelerle lineerlestirme seklindeki
geleneksel yaklasima gre dortte bir oraninda azalmaktadir,

Benzer sonuglar bir 6 nc1 derece polinomu drnegi ile ilgili olarak sekil
5a ve 5b ile Tablo 3a ve 3b de goriillmektedir. Bu polinom 12 aylik bir
donemdeki bir satis hizi evrimi olarak diisiiniilebilir. Bir yaklasim n=26
segment tabaninda gergeklestirilmelidir. Tablo 3b den goriilebilecefi gibi
6 degisken sepment yaklasimi 11 veya 12 esit uzunluk segmenti yaklasimi-

' na esdegerdir. Sonug olarak uyusum kalitesi ile bir dinamik planlama modeli

dleek olarak 1/4 indirgenebilir.

Fily

gt Foly= 2051 60,66 - 65.068% ¢ 210487 70.15¢%, 0.020% goos¢S

(-]

-
5
-y

Sekil : Sa
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f(th)=41.5168.64 1—65.86 12 +21.04 £—3.015 /£ +0.2 -—0.005 tﬁ;_te[O,IZ]

i 0 1 2 3 4 5 6 7
Basamak Fonksiydnu
t, 0 1.68 2.39 5.24 841 1103 12
) 183.05
a; — 5778 4088 2500 4214 3447 4939
Spline Fonksiyonu '
2 0 0.65 3.20 4.50 6.50 1000 12 61.60
Tablo : 3a
£y, 2 F) § s 6
gty Fel)s 415+ 68.64F - 65863 ¢ 200907 d0s58%+ 027 0.05¢
!
I
- :
! 3
{ !
[} ]
i ]
: | :
\ : ! :
} 1 i | i
t * o ¢ !
. | ' :
»~ ) i ! ' '
L ! | :
. i ; H ! :
o 1 w-t
Sekil : 5b.
Esuzakllklz Segmentterin
5ay1st R 6 8 9 10 11 12
Basamak Fonksiyonu
Zz 394,35 - 243.60 211.20 183.95 161.04’
Spline Fonksiyonu
T Z 60290  253.20 — 117.50 - 83.70 60.90

Tablo 3b
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. 4. FONKSIYON SISTEMLERINE YAKLASIM
4.1. Homojen Tipte Yaklas;lm Fonksiyonlari

Ozellikle zamana gére kademelenmis planlama problemlerinde, biitiin
esas fonksiyonlarin yaklagimlarinin aym anda belirlenmesi yani ayni seg-
mentasyon semasinn uygulanmasi gerekmektedir, f, (t) (=1, ..., m), asa-
gida verilen herhangi tipten bir parcali-lineer fonksiyonla yaklasilacak olan
esas- fonksiyonlar olsun,

8= 2gy(r) K, (a.1)

Burada karsi gelen H;; segmentleri

HH: =H5 A - (4.2)

=1

tanimlari ile kisitlanmis durumdadir. Ozel olarak yaklasim fonksiyonunun
terimleri ; '

ﬂu? tuti 1t t i %ft’ 1eH, -
) - 37 bi—1 [ Sl S | . , (4.3)
gift) Bunun iéz féf}
0, disinda

i

olarak yazilabilir.

Bu formiil, yukarda incelenen siireksiz kirik ¢izgi seklindeki genel hal
IV igin karsi gelen ifadedir. Daha &nce yapildigr gibi bu- ifadeler, (3.6),
(3.8) ve (3.10) daki a, ve b, igin fazladan j indeksi kullanilarak I, IT ve III
- durumlarina gire yeniden diizenlenebilir. '

Bir yaklasim fonksiyonunun ele alman tipine ait biitiin t,, a;; ve by,
parametrelerinin hesaplanabilmesi icin asagidaki (f, -g,, f, -g», ...... » I-g)
in L™ normunun minimize edilmesi teoreminin ¢bziimlenmesi gerekmek-
tedir.® Bu;

5: Lz-norml'l; L!;ﬂ-(fI "y o I By P = \’.E}IJ;:I[L2 (fj ;)12 olarak verilmektedir.
(6] ya bakinz, ‘
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. m L] t‘ . | m
minimize Z: =§w,§ [ G- =: §w,z,). 4.4y

ifadesine esdegerdir. Burada w; ler 0 < w; < 1 seklindeki agirlik katsayila-
ridir. Bu keyfi secilen katsayilar yardimi ile bazi yaklagimlardan olan sap-
malar vurgulanirken bazilarindan olan sapmalar séniimlendirilebilir. Bunun-
la beraber bir cok durumda w; ler biitiin j ler icin 1 -olacaktir.

Minimizasyon probleminin ¢8ziimii asagidaki nonlineer denklem siste-
minin ¢6ziimii ile elde edilir. '

802 _s  0Z, ‘
() ==2w——t=0 "'

o 5 ry =1
" 02 azj nom !
b) —=w;—-=0 :
(b) aa,-,- Wi aa” fl-\_-l j&, 7 (4.5)

0z _ azj - n
aby  Vidn, 7O MM
Burada 3Z;/6t,, 9Z; /aa,,, 0L, i/8bys kismi turevlen (3 16) dakl kar51 ge-
len ifadeler yardim ile verilmektedir.

0Z;/9:; ve 0Z;/tby; kismi ‘tiirevleri yukarda tart1s1lan tek fonksiyonlu
yaklagimdaki karsi gelen kismi tiirevler ile aym &zelliklere sahip oldukla-
rindan, bir esalansal yaklamma iligkin bu tiir sonuglar da benzer olarak ge-
cerlidiz.

()

Acik olarak sﬁylenirse, bunun anlami, basamak fonksiyonlari ve sii-
reksiz kirtk ¢zigilerin esalansal yaklasima yol agtiklaridir, Birinci derece
spline fonksiyonu genel -olarak bir esalansal yaklagnn saglamiyacaktir, Sti--
reksiz kirik ¢izgi durumunda ise bu iistiinliik Lagrange carpanlar1 ydntemi
yardimi ile zorunlanabilir,

Egarahkli koseler ile olan yaklasnnm en iyl olduku oSzelligi, f; () ana
fonksiyonlar ikinci dere_cede polinomlar ve yaklasim fonksiyonlar1 g;(t) ler
birinci dereceden spline fonksiyonlar: olarak secildigi durumlarda da gd-
riilmektedir. : .

’ Buunu ispatlamak icin; !

- L

min {Z}= min {EZ } 92 min  {Z;}. 4.6)

flevnty 1 floanty_q ,‘ 1 F=UH v By

bagintisini ele alalim. Boliim (3.2) den bilinmektedir ki, tek bir fonksiyon
icin esaralik yaklasimi en iyisidir. Buna gdre ¢ok fonksiyonlu durumda es-
aralik segmentasyon, biitiin g; (t) spline yaklasim fonksiyonlan icin de, (4.6)
bagintis1 dolayist ile minimumdur.
4.2. Heterojen Tipten Yaklasim Fonksiyonlari
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Bu boliimde incelenen durum daha Once incelenenlerden farketmekte-
dir. Burada yaklasim fonksiyonlari bolim (3.1.) de verilen dort 6zel hal
icinden keyfi olarak secilebilmektedir, Buna gdre bazi f, (t) ler basamak
fonksiyonlar1 ile yaklasimlanirken, digerleri spline fonksiyonlari veya iki
kirik cizgi tipinden biri ile yaklasimlanabilmektedir.

Cesitli tipten yaklasim fonksiyonlarinmu tanimlayan biitiin parametreleri-
belirleyebilmek igin dnceki 4.1 béliimiinde verilen yéntem burada kullanila-
bilir. Cesitli tipten yaklasim fonksiyonlarim aywrabilmek igin j indeksi M
indeks kiimesinin bir eleman: olarak diisiiniilmektedir. Burada M kiimesi,
gs; () fonksiyonlarimn dort tipini belirleyen gegitli ayrik alt kiimelerden
olusmaktadir. My siirekli kirik cizgileri, Mg birinci derece spline fonksi-
yonlarmi, My basamak fonk51yonlar1n1 ve Mg siireksiz kirik cizgileri be-
lulemektedlr Buna gore M ; '

M: = MBUM{SUMTUM(] N CY))

olarak tanunlamr En iyi yaklasnn asag1dak1 minizasyon probleminin ¢ozii-
mii ile elde Bdllll‘

minimize 7 = PP IR YD Y Ef(g,, e, (48

IeMy feMg jeMp jemq, =t

Sayet M* C M indeks alt kiimesi ile gﬁsterilen baz1 siirekli kirik ¢izgi

yaklagimlar: i¢in, esalansal yaklagim istenirse asagida verilen L Lagrange:
fonksiyonun minimize edilmesi gerekmektedir.

emy i=1

minimize L: = Z— 22 Z; LYE f(g,-, - [)(eyde . o @9
Hj

Amag fonksiyonu (4.8) veya (4.9) un kismi tiirevlerinin alinmas: ile, yak-
lagim fonkéiyonlarln bilinmeyen parametrelerinin elde edilmesi igin gerekli
olan nonlineer denklem sistemleri elde edilir. Bu denklem sistemleri daha
once incelenmis olanlarin benzeridir. Agik olaark gbriilmektedir ki, hetero-
jen tlpten yaklagim fonksiyonlarinin uygulann1a51 fazladan problemler dogur—
mamaktadir.. ‘ . . -

4.3, Simultane Yaklagimlar igin Niimerik Ornekler

Iki onemli 8rmek vaklasim ydnteminin etkinligini belirleyeéektir. Bi-
rinci 8rnek yedi adet ana fonksiyonuna ayni tipten yaklasim fonksiyonlari
yani, yalmz basamak fonksiyonlart veya yalniz spline fonksiyonlar: ile
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yaklasilmasim gOstermektedir, ikinei Grnek ise karma yaklasimin bazi so-
nuglarmm. ortaya koymaktadir.

Sekil 6a ve 6b sirasi ile bu yedi polinomun ve bunlara karsi geleh _
yaklasimlarin grafiklerini belirlemektedir, Bu yaklasim probleminin niimerik
sonuglari Tablo 4a da sergilenmektedir. Basamak fonksiyonlar ile yakla-

sim t; koselerinin ve a;; adimlarinin da hesaplanmasi gerekmektedir. Hal-

lanabilmesi igin yalnizca segmentasyonun bilinmesi yeterli olmaktadir. Bu-
na gore spline durumunda belirlenmesi gereken bilinmeyen iic adet iken ba-
samak fonksiyon yaklagiminda 31 adet biiinmeyeni bulmak gerekmekte-
dir. - L : ‘ '

Bu yaklasunin etkinligini gstermek igin Tablo 4b, kriter fonksiyonu-
nun, yaklasim araliinda esaralikli segmentasyon sarti altinda, Z degerlerini
vermektedir. Tablo 4a daki Z degerleri ile karsilastirildiZinda, Tablo 4b den
goriilmek tedir ki bizim yaklasimimizda n=4 segment kullanarak elde edilen
yaklasimin kalitesine benzer bir yaklasim elde edebilmek igin n=6 adet
esuzuniukta segment gerekmektedir.

Son niimerik drnek, dort farkls tiptén yaklagim fonksiyonlarinin hepsi-
nin kullanildigr bir simultane yaklagimin sonuglarun vermektedir. Sekil 7
grafik cOziimii gostermektedir. Tablo 5a yaklasmin parametrelerini tanim-

£y
234

Sekil : 6a
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layan niimerik degerleri sergilemektedir. Bu durumda da Tablo 5b ile gds- -
terilebilecegi gibi esarahk segmentasyonu ile, kargilagtirilabilir bir uyum
kalitesi ancak segment sayisimn n=35 ten n=2 ye cikarmakla elde edile-
bilmektedir.-

e

it

Sekil : 6b

5 — UYGULAMA DENEYIMLER}

Yukarida bahsedildigi gibi, uygulama deneyimleri, esas fonksiyonlarm
keyfi dereceden polinomlar oldugu &zel fonksiyon simflarina dayanmak-
tadir. Gergekie elde edilen sonuglar daha genel siniftan stirekli fonksiyon-
lar i¢in de gegerlidir, Polinom fonksiyonlar simfina kisitlama yararli ola-
bilir. Problemin genel ¢tziimii uygun bir yazilim (software) gelistirmek bu
durumda daha kolay olmaktadir. Bir ¢ok teknik program paketlerinde po-
linomlarla ilgili islemler iizerine altprogramlar bulunmaktadir. Ornegin, bu
tiir fonksiyonlarin toplami, g¢ikarimi, g¢arpmi ve bolmesi, integrasyonu ve
tiiretilmesi ile ilgili altprogramlar bu gergevede belirtilebiir Diger taraftan
ekonomik alanda birgok fonksiyon dogrudan polinom olarak verilmekte
veya polinomlarla kolaylikla yaklasilabilecek bigimde olmaktadir. Buna gd-
re bu yaklasim teknigini belirlemek i¢in ana fonksiyon tipini polinom olarak
segmek faydali ve uygun goriilmektedir.
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ff) = 0.0+ 0.072

Joft) =- 9.0 — 50¢+ 1.0 — 0,05
fo() =120 + 17t— 0.48 + 0,028
f(8) = 60 + 0.56t— 0.022

.
) 125— L8+ 0.1 T el 12
fo) = 0.0+ 2.61— 0342 4 0.0128 ’
. fT(t) = 10.0 + 12,96 — 11.16:2 + 2,885 — 0.29# + 0,015

i 0 i 2 3 4 Z
Adim Ponksiyon]ar1 . : A

; 0 205 58 930 120

an — 010 118 409  7.89

ay, — 517 226 664  BAl

a, — . 13,23 13.51 . 10.67 9,04 90.76 )

@y — 6.55 7.88 9.07 9.68

a;, — 1080 707 470 473

23 — 221 547 533 365

;7 — 12.39 573 12.28 '3.23
Spline Fonksiyonlar: ‘ ' _

L 0 3.66 7.81 11.04 12.0 83.3

Tablo : 4a

E,suzékhkl Segmenﬂerin
Sayis1 n 4 ’ 5 6
Basamak Fonksiyonlari

Zz 122.2 93,1 782
Spline Fonksiyonlar: : : )

z T 2482 1429 81.3

Tablo : 4b

Karmagik niimerik iglemler nedeni ile sadéece EDP nin kullanilmas:,
kullanan igin uygun bir yontem.olarak gériilmektedir. Bir yazilim moduli,
iki ana problem igin ¢bziim saglamalidir : Ik olarak, esas ve yaklasim fonks-
“siyonlarimn nonlineer denklem sistemlerini elde edebilecek sekilde cebrik,
déniigtimleri geligtirilebilmelidir. Ikinci olarak bu dnklem sistemi niimerik
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olarak coziilebilmelidir. Bu temel gorevler yaminda yazihim gesitli. opsiyonal
gesitlemeleri kapsayan girdi-gikti olanaklarim saglamalidir. Bizim progra-
mimiz kullanier ile bilgisayar arasmda bir etkilesim diyalogu sagliyacak se-
kilde gelistirildi. Bu temelde, kullamec1 yaklasim yonteminin uyum kalitesi
ve segment sayisi gibi belirli kritik degerlerini belirleme veya kolaylikia
deEigtirebilme olanagma sahiptir.

" Denklém sistemlerinin gelistirilmesi hi¢ bir esas problem dogurmaz,
bu mekanik olarak bilgisayar yardimi jle gergeklestirilebilir. Esas gayretler,
nonlineer denklem sistemlerinin, amag¢ fonksiyonunu mutlak minimum ya-
pacak sekilde dogru niimerik ¢bziimlerin bulunmasinda gerekmektedir. Bir
cok durumda bu. denklemler cesitli farkli- ¢gboziimlere sahip olabilir. Objek-
tif fonksiyonunun bunlara kars: gelen degerlerinin karsilastirilmasi en mi-
numumunun buluninasini saglar.

Nonlineer denklem sistemlerini ¢dzmek igin ¢cok sayida matematik yon-

temler bulunmaktadir (5). Bizim programumizda kullanilmak iizere bir, dii-
zenlenmis ve genellestirilmis Newton Yontemi secilmistir. Bilindigi gibi bu
yontem yalnizca wygun baslangic degerleri - bulunabildigi durumlarda iyi
sonuglar vermektedir. Buna gore postule edilen minimum gbziime gbtiirecek
baslangic deferlerinin bulunmasi 8nem kazanmaktadir. Bu problemi asmak
icin Monte Carlo Yontemi ile bir horistik stratéji'nin karsim Oneril-

s ——=,
St ahll kirtk ¢Legi

SCrahsiz
kiR ¢izgl

spling Ffonksiyond

/ ,
adlen fonfsiyony

1z t

Sekil + 7

i
1
|
i
‘\
|
!
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mektedir. Bu teknik Newton yontemi icin tesadiifi baslangig degeri takim-

lari iireterek calismaktadir. Baslangig degerleri, optimal degerler igin ge-
gerli bir araliktan dikdortgen dagiima uygun olarak rasgele seglimektedir.
Dier degiskenlerin baslangic degerleri horistik bir anlamda secilmektedir.

1) = 120 + 1296 — 1116 + 2.88r — 0.2914 + 0.01¢5

fo(t) = 10.0 + 2.60r— 03412 + 0.012#4 e, 121
fuh = 9.0 5001+ 1.002— 0.056
00 = 004 0072 '
i 0 1 2 3 4 5 Z
Spline Fonksiyonu
(fu(t) min yak,)
1; 0 1.39 3.89 7.86 10.73 12.00
Siireksiz kl:_'lk gizgi
(f,{7) nin yak.)
T — 14.25 14.48 4.65 17.56 0.06 15.93
by —_— 16.85 4.05 17.80 1.98 9.25
Siirekli kuik gizgi - : ‘
(fo(?) nin yak.
o by 10.07 13.16 16.05 15.46 13.48 13.12
Basamak Fonksjyonu
{f,(t) nin yak)
ag, — 004 052 251 609  9.05°
Tablo : 5a
Esuzakhikhh Sagmentlerin
Sayis1 n : 5 6 7
Hctéfojcn
Yaklagim
Z _ 3195 18.65 11.55

Tablo ; 5b
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Baslangic degerleri i¢in daha iyi bir kalite elde edebilmek icin sadece
(t)) koseleri bir tesadiifi takim iginden segilmektedir. Diger (a;;, by;) de-
giskenlerinin baslangic degerleri, tesadiifi olarak verilen t; lere dayanarak
héoristik bir teknikle hesauplanmaktadir. : :

Gergekte, baslangic degerlerinin tesadiifi segilmis kiimesinin bilyiik-
ligii ile minimum g¢bziimii bulma ihtimali arasinda belirli bir iligki bulun-
dugu agik oldugu halde bu problem daha fazla tartiglmayacaktir. Burada
uygulanan teknik pragmatik bir yaklasimdir, islem 200 veya 500 liik tahmin
kiimeleri ile baslatilmaktadir. Sayet sonuglar kriter fonksiyonunda, esaralikhi
bir segmentasyona oranla anlamli bir azalmun heniiz gergeklesmedigini gos-
terirse, ya ilave tahminler iiretilir veya elde bulunan en iyi sonuglar kul-
lamilarak héristik denemeler yardim ile devam edilir. Bir baslangic degeri
kiimesi iiretmek ve denklemlerin buna karsi gelen ¢Gziimiinii bulmak igin
gerekli islem zamani (CPU-Zamani) ortalama olarak 0.05 saniyeden daha
az zaman aldigindan Tablo 4 de verilen drnek durumunda, gerektigi takdir-
de Ornek biiyiikliigiinii arttirmak problem olmamaktadir . ‘
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