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Ozet. Bu makalede giiriiltiilii verilerden sinyallerin parametrelerinin kestirimini diigiiniiyoruz. Bu
amag icin, Monte-Carlo simiilasyonlar ile birlikte en ¢ok olabilirlik prensibinin kullanimina
dayanan etkili bir yontemin uygulandig1 bir Mathematica programi yazildi ve Gauss dagiliml
giiriiltiilerle bozulmus siniizoitlerin parametrelerinin kestirimi i¢in kullanildi.
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Summary. We consider here estimating parameters of signals from noisy data. For this purpose,
a Mathematica program, in which an effective method based on the principle of maximum
likelihood together with Monte-Carlo simulations is incorporated, was written and used for
estimating the parameters of sinusoids corrupted by the Gaussian random noise.
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GIRIS

Veri biriktirmedeki esas gaye, fiziksel sistemle ilgili anlaml bilgileri
kazanmaktir. Ama bir¢ok durumda istedigimiz nicelikler Olgtiiklerimizden
farklhidir. Eger olgtiigiimiiz veri, 6lgmek istedigimiz niceliklere bagliysa onlar

hakkinda az da olsa bilgi igerir. Bundan dolay1 verilerden bu bilgiyi ¢ikarma bu
makalede disiiniilen problemdir.

p vektorii, modellendirilen fiziksel sisteme ait parametreleri ve d vektorii

de bu fiziksel sistemin ¢iktilarindan olusan verileri temsil etsin. Genel olarak
fiziksel sistem, p parametre ve d(¢) sistem ¢iktilari arasinda

d(t)= f(t,p) (M

dogrusal olmayan bir f fonksiyonu ile tanimlanir. Burada ¢ zamani temsil
eder. Birgok denemelerde d, kesikli veri kiimesi,{t,1,,...,t, } kesikli

zamanlarda bir f (¢, p ) model fonksiyonundan 6rneklenir ve ayni zamanda
rastlantisal giiriiltii igerir. Boylece model denklemin temel formu, genel olarak

d =f(t.,p)+et) (=123,..,N) @)

formiilii ile tanimlanir. Burada e(f,) rastlantisal giiriiltilyii temsil eder.

f(t,p) model fonksiyonunun farkli se¢imi, farkli modellere karsihik gelir.
Bretthorst [1]” a gore en genel model,

M
fem) = & AG,t (W) 3)
j=1

formundadir. Burada G; (¢, {w}) model fonksiyonu, {a)} parametrelerin ve

t’nin bir fonksiyonudur. Bu parametreler, frekanslar, faz degisimlerini,
bozulma oranlarini, sénme oranlarin1 veya herhangi bir fiziksel niteligi temsil
ederler. j. modele kars1 gelen genlikler A; ile gosterilir. Boylece p parametre

vektorii, frekanslarin ve genliklerin bir {wj,A j} (= L23,....M) listesidir.
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... VERILERDEN SINUZOITLERIN PARAMETRELERININ KESTIRIMI

Bu makalede amag, d gozlemlerinden p parametrelerinin bir kiimesinin

istatistiksel ¢ikariminit yapmaktir. Bu problem, bilimin bir¢ok alanlarinda
yaygindir [2-4]. Bir ¢ok sayisal yontem bu probleme uygulanmistir ve onlarin
kapsamli tarihi Bretthorst [1] ve diger arastirmacilar [2,3,6,10]. tarafinda
verilmistir. Bu makalede, ilk defa R.A. Fisher [7] tarafindan gelistirilen en ¢ok
olabilirlik  prensibini kullanarak giiriiltiilii verilerden sadece model
parametrelerinin ~ kestirimini  diislinliyoruz. ~ Parametre = degerlerindeki
belirsizliklerin bir gdsterimini elde etmek i¢in Monte- Carlo simiilasyonlar ile
en ¢ok olabilirlik prensibi birlestirildi. Bdylece, her bir parametrenin
kestiriminin dogrulugu elde edildi.

EN COK OLABILIRLiIK YONTEMIi

Varsayalim her bir veri noktasinin 6lgiilen hata degeri,

€ = di - f(tlap) (l = 192937~"5N) (4)

olsun. Giris verilerinin bilesik olasilig1,
N
Pdlp) = O Pe) ®)
i=1

her bir giiriiltiiniin ayr1 ayr olasiliklarimin ¢arpimina esittir. Olabilirlik
fonksiyonu,

P@|p) = ———exp(- 5(d- [ G '@~ fep)  ©
(2p)2detG

seklinde yazilir [12]. Burada giiriiltiiniin sifir ortalamali ve G kovaryans

matrisli oldugu varsayilir. Eger giiriiltii 6rneklemleri birbirinden bagimsizsa,
G’nin kosegen elemanlarn sifir olmayan varyanslardan olusur. Eger biitiin

varyanslar s 2 ’ye esitse, log-olabilirlik fonksiyonunun genel gosterimi,

LoglP(d|p)]= - 2S%(d- Fe.p)Y (- f(6,p))+ sabit )
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elde edilir. Burada f(z,p), bagimsiz ¢ degiskenine ve veri kiimelerinden

belirlemek igin arastirdigimiz sistemin Ozelliklerini temsil eden K elemanl
parametre kiimesi p = {p;,j = 1,2,3,...,K} ye bagh model fonksiyonunu

temsil eder. Simdi, verilerimizin bu tip denemeler i¢in en ¢ok olabilecek sonuca
yakin olacagint varsaymak mantiklidir. En ¢ok olabilirlik prensibi, veri
kiimelerimiz icin Denklem (7) de wverilen log-olabilirlik fonksiyonunu
maksimize eden model parametrelerinin en iyi kestirimini ifade eder. Boylece,
olabilirlik fonksiyonlarini maksimize eden parametreler igin,

TLoglP|p)] _ G =123..K)

8
T (8)

denklem sistemini ¢dzmemiz gerekir. Bu sonuglar § = {p,D,,....py } ile
gosterilir ve model parametrelerinin en ¢ok olabilirlik kestiricisini [6,7,8,9,10]
tanimlar. Bu, oldukga genel formiildiir. P(d|p), érneklem olasilik yogunlugun
degisik tiirleri i¢cin de kullanilir ve Gauss dagilimli oldugu varsayildigr zaman,
en yaygin durumda, Log[P(d|p)]’yi maksimize etmek, cz(p) ’yi minimize
etmeye denk olur.

(d- f@p) (d- fp)

252

ci(p;d) = (9)

Burada cz(p) , gozlemlerle model arasindaki farkin karelerinin toplamiyla

agirliklandirilir. Takip eden bdliimde, bu uygunsuzluk fonksiyonunun nasil
minimize edilecegini veya buna denk olarak olabilirlik fonksiyonunun nasil
maksimize edilecegini arastiracagiz.

SAYISAL YONTEM VE ORNEK

Harmonik siniizoidal sinyalleri diisiinelim:
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... VERILERDEN SINUZOITLERIN PARAMETRELERININ KESTIRIMI

M

f =3 a;  cos(w;t) + a;, sin(w;t) (10)
j=1

Burada sinyallerin sayist M ‘nin bilindigi varsayiliyor. Gergekte, model

fonksiyonlarinin kag¢ tane parametre igerdigini ve veriler i¢in en uygun olan
modeli bilemeyiz. Diger taraftan kestirmek istedigimiz bilinmeyen parametreler

vektorl,  {{W,a,,a 5}, IWyAy 1,4y, 5§ Olarak  diisiiniilir.  Bu
parametreler toplu olarak, p1 AX (K = 3M) vektori ile ifade edilsin.

Veri vektori d I A" *nin elemanlar,
M

d, = 4 a;cos(wit,) + a,sin(wit)+et), (i = 1,23.,N) (1)
j=1

veya buna denk olarak
di = G({W}ati)a+ e(ti)a (l = 152535"'5N) (12)

ile verilir. Burada a dogrusal parametreleri ve G ise (Nx2M) boyutlu
dogrusal olmayan {w} parametrelerine bagl bir matrisi gosterir. Boylece,

Denklem (9)’ daki uygunsuzluk fonksiyonu,

d- Td-
CZ({W},a;d) _ ( G({W};f)aisg G({W},t)a) (13)

olur. ¢2({w},a;d) nin a dogrusal parametresine gore tiirevi hesaplanabilir ve
sifira esitlenir. Bu ayni zamanda a igin,

d= Ga (14)
veya
a=(G'G)'G"d (15)

denklemlerine gotiiriir. Dogrusal olmayan w parametrelerinin temel bir se¢imi
icin & dogrusal parametreleri hesaplandigi zaman ¢ >({w}, a;d),
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_d'd-d"G(G'G)'G"d
2s 2

cz(w) (16)

sadece dogrusal olmayan w parametrelerinin bir fonksiyonu olur. Bu form,
optimizasyon i¢in daha uygundur. En ¢ok olabilirlik kestirimlerini bulmak igin,
oncelikle kisitlanan global optimumu bulmada bir¢ok algoritma igeren ve
Mathematica'da olusturulmus olan NMinimize denklem g¢oziiciiye baslangic
degerleri verilir. NMinimize fonksiyonu, tiirevlenemeyen veya siirekli olmayan
ve yerel optimuma kolaylikla takilmayan fonksiyonlarla ugrasmak i¢in oldukca
esnek bazi1 metotlar igerir. Bunlardan basit stokastik fonksiyon minimize edici
olan "sahte sertlestirme" (simulated annealing) yontemini sectik. Bu yontem,
metal bir nesnenin yiiksek sicaklikta 1sitildig1 ve ardindan yavascga sogutuldugu
fiziksel sertlestirme islemine benzer. Islemde, daha diisiik bir enerji durumunda
metalin atomik yapisit gdz oniine alinir. Boylece daha dayanikli bir metal elde
edilir. Optimizasyon terminolojisinde, sertlestirme yerel bir minimumdan
kagmaya ve daha iyi global minimuma bulmaya imkéan saglar. Baslangicta,
"NMinimize" fonksiyonu, W parametreleri i¢in rastlantisal baslangi¢
degerlerini secer ve her adimda gegerli W noktasinin komsulugunda yeni bir
Wyen; noktasini iretir. O ana kadar bulunan en iyi nokta, W, iy; olarak

belirlenir. Eger cz(wyeni) £ (W iyi) 1€ Wyeni, Weniyi Ve W ile yer

eb(i,Dcz,czo)

degistirir. Yoksa Wyep; , olasilikla W ile yer degistirir. Burada b,

Boltzmann {issii olarak tanimlanan bir fonksiyondur. Dc? , i. adimda, amag

fonksiyonunun degisimini; ¢ 20 , onceki adimda amag fonksiyonun degerini ve

b ise, énceden varsayilan - Dc? log(i + 1)/ 10 fonksiyonunu temsil eder.
Her bir baslangic noktasi ig¢in adimlar maksimum sayiya ulasana kadar
tekrarlanir. Bdylece metot, ¢ >(W)’yi global minimum yapan bir #W noktasina

yakinsatir veya art arda yapilan adim sayisi i¢in ayni noktada kalir. w ’nin
kestirim degeri elde edildiginde Denklem (15) den a dogrusal parametreleri
tekrar hesaplanir. Biitiin bunlar1 yapmak i¢in, siniizoitlerin acisal frekanslarini,
sonrasinda ise genliklerini kestirme problemine bu islemin nasil uygulandigim
gergeklestiren Mathematica kodu yazildi. Bu kodun performansini test etmek
igin,

f(t) = cos(0.3¢t) + 2sin(0.3) + 3cos(0.5¢) + 0.01sin(0.5¢) (17)
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sinlizoidal sinyali diigiiniildi. Guriltiili veri tiretmek icin ilk olarak model
sinyalin N=64 6rneklem degeri hesaplandi ve sonrasinda, sifir ortalamali birim
varyansli Gauss dagilimdan rastlantisal olarak iiretilen giiriiltii degerleri eklendi.
Yazilan Mathematica kodu, bu veriler i¢in is istasyonunda kosturuldu ve
yaklasik olarak 7 saniye CPU zamani1 harcandiktan sonra, Sekil 1°deki sonuglar

elde edildi. ¢? nin yiizeyi Sekil 2°de gosterilmistir. Burada minimize yapilan
fonksiyonun topolojisi hakkinda bir fikir elde edilir. Hatta bu temel 6rnekte
goriilir ki, c?, frekanslarin yiiksek dereceden dogrusal olmayan bir

fonksiyonudur ve pek ¢ok yerel minimuma sahiptir. Bu durumda, eger yanlig bir
baslangic notasindan baslanilirsa minimumu kacirma tehlikesi vardir.
Minimumun aragtirmasini igeren sayisal hesaplamalarin maliyeti ¢ok bilyiiktiir
ve siklikla optimal alti yéntemler kullamlir. Iki minimum degerinde,

¢? = 28.35 bulunur.

Sinyal

ﬁJ\wﬁ/\o /;v W)m | f -

Gozlem
Verileri

Sinyal
Kestirilen
4 Sinuzoit
2 L
: Zaman
30 20 10 10\ 20 30
2 L
4 L

Sekil 1. Iki frekansh sinyalin kestirim iglemi. Her noktada giiriiltiiniin
standart sapmast s = 1 olarak alinmistir.
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Sekil 2. iki siniizoidal uydurma problemi igin ¢? fonksiyonunun yiizeyi

En cok olabilirlik kestiriminden ger¢cek parametre degerleri hakkinda bir
cikarim yapabilmek icin kestiricilerin varyansinin kestirilmesi ve gergek
parametrelerden ne kadar uzaklastigimizi gdsteren bazi Olciiler gereklidir.
Kestirimlerin dogruluk degerini 6lgmek igin, Oncelikle gecerli d wveri
kiimesinden P hesaplanir ve bu P ile gosterilir. Daha sonra P parametre
degerleri, dogru degerler olarak varsayilir. Kestirilen P, parametre kiimesi
dogru olmamasina ragmen, onun dogru oldugu sanal uzay diisiiniiliir. Ozellikle,
sanal uzaydaki P; - Po’nin olasihk dagilimmin seklinin, ger¢ek uzaydaki

p;, - P, 'in olasilik dagilimimin sekliyle ayn1 veya gok yakin olmasi beklenir. p

'nin mantikli bir goésterimi P olabilsin diye sadece rastlantisal hatalarin
denemelere katildigi durum ve veri analizinin p' nin bir fonksiyonu olarak
hizlica degismeyecegi varsayilir. Daha sonra, P(d|p) olasilik fonksiyonundan

dl,dz,d3,...,anc yapay veri kiimeleri insa edilir. Her bir yapay veri

kiimesinden "Monte Carlo" parametreleri olarak adlandirilan

P> Dy Pssees P degerlerini bulmak i¢in kestirim islemi uygulanir. Sonra,
"mc
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kestirim igleminin  dogrulugunun gésterilmesi bakimindan Py i¢in

P> Dy Pssees P dagiliminin olusturulmasina galigilir. Bunu yapmak igin,
HMC
uygunluk  probleminde = Monte-Carlo  simiilasyonlarmin  [12]  nasil

uygulanabilecegini gosteren Mathematica kodu yazildi.

Table 1. Monte-Carlo Simiilasyonlarinin Ozeti

Parametreler Kestirilen Degerler

(1) 0.3013+0.0041
(2) 0.4978+0.0025
ay(1) 1.1856+0.1397
ax(1) 2.120+0.1805
a1(2) 3.3104+0.1148
ax(2) 0.0384+0.2231
c? 25.2509+3.9752

Denklem (17) deki sinyal modeli ile iligkili Monte-Carlo simiilasyon
(n,,c = 100)sonuglar1 Tablo 1’de 6zetlenmistir. Burada, frekansin kestirim

degerlerinin genliklere gore daha cok gergek degerlerine yakin oldugu
goriilebilir. Beklenildigi gibi, CPU zaman tiiketimi parametrelerin say1si arttikca
artar. Diger yandan uygunlugun kalitesi

N
2 _ 1 ¢ - ftip)
C “indirgenen N - K ql SZ ’

(18)

indirgenen ki-kare tarafindan Ol¢iiliir. Burada K, serbestlik derecesini belirtir.
Eger model giivenilir ve belirsizlik olgiilerinin kestirimleri dogruysa, iyi bir

uygunluk icin c? » 1 olmast beklenir. Fakat bu istatistik, sahip

indirgenen

oldugu dagilimla bir rastlant1 degiskenidir. Veri kiimesi ne kadar biiyiik olursa
21
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bu dagilim da o kadar dar olacaktir. Monte-Carlo parametreleri olusturuldugu
zaman,  minimumda czindirgenen » 0.91elde edildi. Bu ise, modelin

dogrulugunun gostergesinin bir 6l¢iistidiir.

g
di
A3
al l (el
1 N
Eectirim
| T
2 -l l ! 3

Sekil 3. Verideki giiriiltiiniin ger¢ek ve kestirim olasiliklarinin karsilastiriimast

Son olarak, verilerdeki rastlantisal giiriiltii degerlerinin m= 0 ve s = 1 ile

Gausslu normal dagilimdan olusturuldugu varsayildi. Sekil 3, verilerdeki
rastlantisal giirtiltiiniin gercek ve kestirilen olasilik yogunlugunu gosterir.
Buradan da goriilmektedir ki, kestirilen yogunluk (siireksiz), ger¢cek yogunluga
(siirekli) yakindir. Orneklemlerin sayis1 arttikga verilerin histogrami gercek
yogunluga daha da yakinlasacaktir. Histogram, yogunlugun parametrik
olmayan bir Kestiricisi olarak bilinir. Ciinkii belirtilen parametrelere bagh
degildir.

SONUC

Burada sunulan sonuglar gostermektedir ki, cok fazla veri kiimelerinin Monte
Carlo simiilasyonunu kullanan yukaridaki metot, oldukca geneldir ve giirtiltii ile
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bozulan dogrusal olmayan modellerle ¢alismamizi saglar. Fakat ¢ok sayida
yapay veri kiimesini iiretmek icin, biiyilkk bir CPU zaman harcanmasina
gereksinim duyulur. Metot, ikiden daha fazla sinyal oldugu genisleyen
durumlara da direk uygulanir. Siniizoitlerin sayis1 baslangigta biliniyor kabul
edilir. Fakat genelde bilinmez. Bdylece, bu saymin kestirimi, sayisal
algoritmanin  gelistirilmesi ve farkli metotlarla karsilagtirilmasi ileriki
calismalarimiza 151k tutacaktir.
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