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verilerin özellikleri araştırılmıştır. 
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Inside an Interval 
 
Abstract: We study properties of spectral datas for the Dirac operator on a finite interval with 

discontinuity conditions inside the interval. 

Key Words: Operator, Spectrum, Dirac Operator 

 

1. Giriş 

Dirac operatörü için [ )∞,0  yarı ekseninde spektral fonksiyona göre ters problem 

M. G. Gasimov ve B. M. Levitan[1] tarafından çözülmüştür. Bu çalışmada )(xp  ve 

)(xq  [ )∞,0  yarı ekseninin her sonlu aralığında sürekli, reel fonksiyonlar ve 
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dyB λ=+ )( , ∞<< x0                                           (1.1) 

,0)0(1 =y  0)()( 12 =+ ππ Hyy                               (1.2) 

0)0(1 =y , 0)()( 112 =+ ππ yHy    HH ≠1                                   (1.2’) 

sınır problemi ele alınmıştır. Bu takdirde 
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λϕ
λϕ

λϕ
x
x

x , (1.1) denkleminin 

  0),0(1 =λϕ ,   1),0(2 −=λϕ                                                                 (1.3) 

başlangıç şartlarını sağlayan çözümü, monoton artan )( )( ∞<<−∞ λλρ  fonksiyonu 

(1.1), (1.2) probleminin spektral fonksiyonu ve her ),0()( 2 ∞∈ Lxf  fonksiyonu için 

0

( ) ( ) ( , )
n

T
nF f x x dxλ ϕ λ= ∫  

olacak biçimde 

{ }2lim ( ) ( ) ( ) 0nn
F F dλ λ ρ λ

∞

→∞
−∞

− =∫  

olmak üzere 

2

0

( ) ( ) ( ) ( )Tf x f x dx F dλ ρ λ
∞ ∞

−∞

=∫ ∫                                          (1.4) 

Parseval eşitliğinin sağlandığı gösterilmiştir.  

İki spektruma göre regüler Dirac operatörünün belirlenmesi problemi M. G. 

Gasimov ve C. Cebiyev[2] tarafından yapılan çalışmada verilmiştir. Bu çalışmada 

aşağıdaki önemli teoremler ispatlanmıştır: 

Teorem 1.1: { }∞
∞−nλ  ve { }∞

∞−nµ  dizileri sırası ile (1.1), (1.2) ve (1.1) (1.2′) 

problemlerinin özdeğerleri ise 

∏
∞

−∞= −
−

−
−

=
k kn

nk

nn
n

HH
µµ
λλ

λµ
α '1 ,  ),2,1,0( Kmm=n                                     (1.5) 

dir. 
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Teorem 1.2: )(xp  ve )(xq , [ ]π,0  aralığında tanımlı reel fonksiyonlar ve k. mertebeden 

türevleri ),0(2 πL  de olacak biçimde { }∞
∞−nλ  ve { }∞

∞−nµ  dizileri sırası ile (1.1), (1.2) ve 

(1.1) (1.2′) problemlerinin spektrumları olması için 

1. { }nλ  ve { }nµ  sayılarının sıralı olması, yani  

KKKK <<<<<<<<<<<< ++−−− 11001 nnnnnn λµλλµλλµλ  

2. βα ≠ , β≤0 , πα ≤  ve ∑
∞

−∞=n
kn

2
,α  , ∑

∞

−∞=n
kn

2
,β  serileri yakınsak olmak üzere 

k
kn

k
k

n nnn
n ,

1
11 ααα

π
α

λ ++++−= −
−K  

k
kn

k
k

n nnn
n ,

1
11 βββ

π
β

µ +++−= −
−L  

asimptotik formüllerinin sağlanması gerek ve yeterdir.  

2n mertebeli Dirac denklemler sistemi için ters saçılma problemi [3] 

çalışmasında incelenmiştir.  

Sonlu aralıkta 

)()()()( xyxyxxyB λ=Ω+′ ,          π<< x0                                        (1.6) 

Dirac diferansiyel denklemlerin kanonik sistemi ele alınsın. 

0)0()0( 12 =− hyy                                                             (1.7) 

0)()( 12 =+ ππ Hyy                                                                  (1.8) 

sınır koşulları ve 





 π

π ,
2

 aralığının ax =  iç noktasındaki 

)0()0( +=− aAyay                                                       (1.9) 

süreksizlik koşulu ve (1.6) denklemi tarafından üretilen sınır değer problemi L  ile 

gösterilsin. Burada, 
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)(xp , )(xq  reel değerli ve )(xp , )(xq ),0(2 πL∈ ,  







= −10

0
α

α
A , ∈a 






 π

π ,
2

 ve 

0>α , 1≠α  olan reel sayıdır. 

Ayrıca (1.9) süreksizlik koşulundaki A  matrisi için 1det =A  dir. Diğer taraftan 

L  operatörü, tanım kümesi ( ){ ],(),,0[);(),(:)()()()( 2121 πaaxyxyxyxyxyLD T==  
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aralıklarında )0()0( +=− aAyay  süreksizlik koşullarını sağlayan mutlak sürekli 

fonksiyonlar, }0)()( ,0)0()0( 1212 =+=− ππ Hyyhyy  

olan self-adjoint operatördür.  

 

2. Karakteristik Fonksiyon ve Özellikleri 

0)( ≡Ω x  olduğu durumda L  problemi 0L  olarak gösterilsin. 0)( ≡Ω x  olduğu 

durumda, yyB λ=′  denkleminin  
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h
1

),0(0 λϕ  başlangıç koşullarını ve 

)0()0( 00 +=− aAa ϕϕ , 







= −10
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0

sin cos
,                                                        0
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sin cos
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cos sin

1 0 cos (2 ) sin (2 )
,  

0 1 cos (2 ) sin (2 )

h x x
x a

h x x
h x x

x
h x x

a x h a x
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λ λ
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              a x π








 < <


 

şeklinde gösterime sahiptir. 

)(0 λ∆  ile 0L  probleminin karakteristik fonksiyonu gösterilecek olursa; 

0),(),()( 120 =+=∆ λπλπλ Hyy  olduğundan 

))2(sin)2(cos()sincos()(0 πλπλαλπλπαλ −−−−++=∆ −+ aahh  

             0))]2(sin)2((cos)sin(cos[ =−−−+−+ −+ πλπλαλπλπα ahahH  

olduğu açıktır. 

Bu denklemin kökleri 0L  probleminin özdeğerleridir. Burada 0>n  ise 00 >nλ , 

0=n  için 00
0 =λ  ve 0<n  ise 00 <nλ  olarak kabul edilirse; K,2,1=n için 00

nn λλ −=−  

olduğu açıktır. 

Aşağıdaki lemma doğrudur. 

Lemma 2.1: 0inf 00 >=− βλλ mn  yani 0 ( ) 0λ∆ =  karakteristik denkleminin kökleri 

ayrıktır. 
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İspat: Tersi kabul edilecek olursa, yani { }0
nλ  dizisinin { }0

knλ  ve { }0ˆ
knλ  alt dizileri vardır, 

öyleki 0 0ˆ
k kn nλ λ≠  ve ∞→k  iken 0 0ˆ,

k kn nλ λ → ∞  ve ayrıca 

0 0ˆlim 0
k kn nk

λ λ
→∞

− =  

dır. );,0( 2
2 RL π  uzayında 0L  probleminin ),( 0

0 knx λϕ  ve 0
0

ˆ( , )
knxϕ λ  özfonksiyonlarının 

ortogonallik koşulundan yararlanılırsa; 

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0

ˆ0 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
k k k kn n n nx x dx x x dx

π π

ϕ λ ϕ λ ϕ λ ϕ λ= =∫ ∫  

0 0 0
0 0 0

0

ˆ( , ) ( , ) ( , )
k k kn n nx x x dx

π

ϕ λ ϕ λ ϕ λ + −  ∫  

veya 
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0

0 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
k k k k
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n n n n
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x x dx x x dx
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ˆ( , ) ( , ) ( , )
k k kn n nx x x dx
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ϕ λ ϕ λ ϕ λ + −  ∫  
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0 0 0 0 0
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ˆ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
k k k k k
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n n n n nx x dx x x x dx
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h x x h x x dx
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∫  

0 0 0
0 0 0

0

ˆ( , ) ( , ) ( , )
k k kn n nx x x dx

π

ϕ λ ϕ λ ϕ λ + −  ∫  

2

0

( 1)
a

h dx= +∫ 0 0 0
0 0 0

0

ˆ( , ) ( , ) ( , )
k k kn n nx x x dx

π

ϕ λ ϕ λ ϕ λ + −  ∫  

ah )1( 2 += 0 0 0
0 0 0

0

ˆ( , ) ( , ) ( , )
k k kn n nx x x dx

π

ϕ λ ϕ λ ϕ λ + −  ∫  

olur. Burada <⋅,⋅> sembolü 2R  öklid uzayındaki iç çarpımı gösterir. Böylece 

ah )1(0 2 +≥ 0 0 0
0 0 0

0

ˆ( , ) ( , ) ( , )
k k kn n nx x x dx

π

ϕ λ ϕ λ ϕ λ + −  ∫                                   (2.1) 

eşitsizliği elde edilir. 
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),(0 λϕ x  çözümünün ifadesinden görüldüğü gibi her ],0[ π∈x  için x'e göre 

düzgün olarak 
0 0

0 0
ˆlim ( , ) ( , )

k kn nk
x xϕ λ ϕ λ

→∞
−  

2

0 0 0 0

0 0 0 0

ˆ ˆsin cos sin cos
lim

cos sin cos sin
k k k k

k k k k

n n n n

k
n n n n R

h x x h x x

h x x h x x

λ λ λ λ

λ λ λ λ→∞

− + + −

+ − −
 

2 0 0 2 2 0 0 2ˆ ˆlim ( 1)(sin sin ) ( 1)(cos cos )
k k k kn n n nk

h x x h x xλ λ λ λ
→∞

= + − + + −  

( )
0 0

2 0 0 2
ˆ( )ˆlim 2( 1) 1 cos( ) lim 2 ( 1) sin 0

2
k k

k k

n n
n nk k

h x h x
λ λ

λ λ
→∞ →∞

−
= + − − = + =  

olur. Burada >⋅⋅<=⋅ ,2R
 dir.  

Bu nedenle (2.1) eşitsizliğinde ∞→k  iken limite geçilirse ah )1(0 2 +>  olduğu 

elde edilir. Bu ise bir çelişkidir. Bu çelişki Lemma 2.1'in doğru olduğunu gösterir. 

)(λ∆ , { }nλ  ve { }nα 'ler sırasıyla L probleminin karakteristik fonksiyonunu, 

özdeğer dizisini ve normalleştirici sayılar dizisini göstersin.  
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x
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Bt dtetxKxYxY λλλ ),(),(),( 0  

gösteriminden yararlanılırsa, 

0

1
( , ) ( , ) ( , )

x
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elde edilir. Böylece,  ),( λϕ x  matris çözümünün ),(1 λϕ x  ve ),(2 λϕ x  bileşeni için 

),(),( 011 λϕλϕ xx =  

11 12{ ( , )[cos sin ] ( , )[ cos sin ]}
x

x

K x t t h t K x t h t t dtλ λ λ λ
−

+ − + +∫  

),(),( 022 λϕλϕ xx =  

21 22{ ( , )[cos sin ] ( , )[ cos sin ]}
x

x

K x t t h t K x t h t t dtλ λ λ λ
−

+ − + +∫  

olur. Buradan, 

),(),( 011 λϕλϕ xx = 11 11
0

[ ( , ) ( , )]cos
x

K x t K x t tdtλ+ + −∫  

11 11 12 12
0 0

[ ( , ) ( , )] sin [ ( , ) ( , )] cos
x x

K x t K x t h tdt K x t K x t h tdtλ λ+ − − + + −∫ ∫  

12 12
0

[ ( , ) ( , )]sin
x

K x t K x t tdtλ+ − −∫  

veya 

),(),( 011 λϕλϕ xx =
~

11 11

0 0

( , ) cos ( , ) sin
x x

K x t tdt K x t h tdtλ λ
≈

+ +∫ ∫  

             
~

12 12

0 0

( , ) cos ( , ) sin
x x

K x t h tdt K x t tdtλ λ
≈

+ +∫ ∫  

yazılır. Burada 

),(),(),( 111111

~
txKtxKtxK −+=  

),(),(),( 111111 txKtxKtxK −−=
≈

 

),(),(),( 121212

~
txKtxKtxK −+=  

),(),(),( 121212 txKtxKtxK −−=
≈

 

Benzer şekilde, 

),(),( 022 λϕλϕ xx =
~

21 21

0 0

{ ( , ) cos { ( , ) sin
x x

K x t tdt K x t h tdtλ λ
≈

+ +∫ ∫  

              
~

22

0

( , ) cos
x

K x t h tdtλ+∫ 22

0

( , ) sin
x

K x t tdtλ
≈

+∫  
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olur. Burada 

),(),(),( 212121

~
txKtxKtxK −+=  

),(),(),( 212121 txKtxKtxK −−=
≈

 

),(),(),( 222222

~
txKtxKtxK −+=  

),(),(),( 222222 txKtxKtxK −−=
≈

 

ve ayrıca 
2

1,

~
),(

=






 ⋅

ji
ij xK  ve ),(),( 2

2

1,

xxLxK
ji

ij −∈





 ⋅

=

≈

 dir. 

Böylece L probleminin karakteristik denklemi 
~

21 210
0 0

( ) ( ) ( , ) cos ( , ) sinK t tdt K t h tdt
π π

λ λ π λ π λ
≈

∆ = ∆ + +∫ ∫  

         
~

22 22

0 0

( , ) cos ( , ) sinK t h tdt K t tdt
π π

π λ π λ
≈

+ +∫ ∫  

         
~

11 11

0 0

( , ) cos ( , ) sinH K t tdt K t h tdt
π π

π λ π λ
≈

+ +

∫ ∫  

         
~

12 12

0 0

( , ) cos ( , )sin 0K t h tdt K t tdt
π π

π λ π λ
≈ 

+ + =


∫ ∫  

şeklinde elde edilir. Burada ),(),()( 01020 λπϕλπϕλ H+=∆  dır.  

Lemma 2.1: L probleminin özdeğerleri basittir. Yani 0)( ≠∆
•

nλ  dır. 

İspat:                          ),(),()(),( λλϕλϕλϕ xxxxB =Ω+′  

),(),(),()(),( λϕλϕλλϕλϕ xxxxxB +=Ω+′
•••

 

olduğundan 2R  öklid uzayında 1.denklem ),( λϕ x
•

, 2.denklem ise ),( λϕ x  ile skaler 

olarak çarpılır ve taraf tarafa çıkarılırsa,  

),(),(),(),(),( 2 λϕλϕλϕλϕλϕ xxxBxxB =′−′
••

 olur. Yani, 

>′<−>′>=<<
••

),(),,(),(),,(),(),,( λϕλϕλϕλϕλϕλϕ xxBxxBxx  

elde edilir. Bu son eşitlik ],0[ π  aralığı üzerinde nλλ =  yazılarak integrallenirse ve 
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2 2 2
1 2

0 0

( , ) [ ( , ) ( , )]n n n nx dx x x dx
π π

α ϕ λ ϕ λ ϕ λ= = +∫ ∫  

olduğu gözönünde bulundurulursa,  

2
2 1 1 2

0 0

( , ) [ ( , ) ( , ) ( , ) ( , )]n n n n n nx dx x x x x dx
π π

α ϕ λ ϕ λ ϕ λ ϕ λ ϕ λ
• •
′ ′= = −∫ ∫  

1 22 1
0

[ ( , ) ( , ) ( , ) ( , )]n n n nx x x x dx
π

ϕ λ ϕ λ ϕ λ ϕ λ
• •

′ ′− −∫  

2 2 11 1 2 0
0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n n n nx x x x dx x x
π π

π
ϕ λ ϕ λ ϕ λ ϕ λ ϕ λ ϕ λ
• • •

′= − −∫

1 1 22 2 1
0 0

( , ) ( , ) [ ( , ) ( , ) ( , ) ( , )]n n n n n nx x dx x x x x dx
π π

ϕ λ ϕ λ ϕ λ ϕ λ ϕ λ ϕ λ
• • •

′ ′ ′+ − −∫ ∫  

),0(),0(),0(),0(),(),(),(),( 21122112 nnnnnnnn λϕλϕλϕλϕλπϕλπϕλπϕλπϕ
••••

+−−=  

1 22 1
0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n nx x x x dx
π

ϕ λ ϕ λ ϕ λ ϕ λ
• • ′ ′+ −  ∫  

1 22 1
0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n nx x x x dx
π

ϕ λ ϕ λ ϕ λ ϕ λ
• • ′ ′− −  ∫  

),0(),0(),0(),0(),(),(),(),( 21122112 nnnnnnnn λϕλϕλϕλϕλπϕλπϕλπϕλπϕ
••••

+−−=  

),(),(),(),( 2112 nnnn λπϕλπϕλπϕλπϕ
••

−=

)),()(,(),(),( 1112 nnnn H λπϕλπϕλπϕλπϕ −−=
••

 

)],(),()[,( 121 nnn H λπϕλπϕλπϕ
••

+= )(),(1 nn λλπϕ
•

∆=  

olur. Yani 

),()( 1 nnn λπϕλα
•

∆=  

elde edilir. Buradan 0)( ≠∆
•

nλ  olduğu açıktır. 

 

3. Özdeğerler ve Normalleştirici Sayıların Asimptotik İfadeleri 

Lemma .3.1: L probleminin özdeğerleri için nnn ελλ += 0  asimptotik eşitliği doğrudur. 

Burada 2l∈nε  dir. 
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İspat: δ yeterince küçük pozitif sayı olmak üzere )
2

( β
δ <<  







 ±±=+==Γ K,2,1,0 ,

2
: 0 nnn

β
λλλ  

{ }K,2,1,0  ,: 0 ±±=≥−= nG n δλλλδ  

olsun. )(0 λ∆  sinüs tipli olduğundan, δλ G∈  için πλ
δλ Im

0 )( eC>∆  olacak şekilde 

0>δC  vardır[4]. Diğer taraftan 

),(),()( 12 λπϕλπϕλ H+=∆  

ve 

),(),()( 01020 λπϕλπϕλ H+=∆  

olduğundan 
~

21 210
0 0

( ) ( ) ( , ) cos ( , ) sinK t tdt K t h tdt
π π

λ λ π λ π λ
≈

∆ = ∆ + +∫ ∫  

         
~

22 22

0 0

( , ) cos ( , ) sinK t h tdt K t tdt
π π

π λ π λ
≈

+ +∫ ∫  

         
~

11 11

0 0

( , ) cos ( , ) sinH K t tdt K t h tdt
π π

π λ π λ
≈

+ +

∫ ∫  

         
~

12 12

0 0

( , ) cos ( , ) sinK t h tdt K t tdt
π π

π λ π λ
≈ 

+ + 


∫ ∫  

yazılır.  

))()((lim 0
Im λλπλ

λ
∆−∆−

∞→
e  

~
Im

21 21

0 0

lim ( , ) cos ( , ) sine K t tdt K t h tdt
π π

λ π

λ
π λ π λ

≈
−

→∞

 
= + 

 
∫ ∫

~

22 22

0 0

( , ) cos ( , )sinK t h tdt K t tdt
π π

π λ π λ
≈ 

+ + 


∫ ∫  

πλIm−+ e
~

11 11

0 0

( , ) cos ( , ) sinH K t tdt K t h tdt
π π

π λ π λ
≈

+

∫ ∫  

~

12 12

0 0

( , ) cos ( , ) sin 0K t h tdt K t tdt
π π

π λ π λ
≈ 

+ + =


∫ ∫  

olur ([5] Lemma 1.3.1 'den). 
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Yani n 'nin yeterince büyük değerlerinde nΓ∈λ  için 

 πλδλλ Im
0 2

)()( eC
<∆−∆  

eşitsizliği sağlanır. Böylece n yeterince büyük doğal sayı olmak üzere nΓ∈λ  için 

)()(
2

)( 0
ImIm

0 λλλ πλδπλ
δ ∆−∆>>>∆ eCeC  

eşitsizliği elde edilir. 

Bu durumda Rouché teoremi uygulanırsa; n 'nin yeterince büyük değerlerinde 

nΓ  yörüngesinin iç kısmında )(0 λ∆  ve { } )()()()( 00 λλλλ ∆=∆−∆+∆  fonksiyonla-

rının eşit sayıda sıfırları yani )12( +n  sayıda nn λλλ ,,,, 0 KK−  sıfırları vardır. 

Benzer şekilde Rouché teoreminden yararlanarak; yeterince büyük n 'ler için 

δλλ <− 0
n | dairelerinin herbirinde )(λ∆  fonksiyonunun yalnızca bir sıfırı olduğu 

gösterilir. 

Bu durumda δ yeterince küçük pozitif sayı olduğundan, 0lim =
∞→ nn

ε  olmak üzere 

nnn ελλ += 0  yazılabilir. 

nλ  sayıları, )(λ∆  karakteristik fonksiyonunun kökleri olduğundan, 

~
0 0 0

21 210
0 0

( ) ( ) ( , ) cos( ) ( , ) sin( )n n n n n n nK t tdt K t h tdt
π π

λ λ ε π λ ε π λ ε
≈

∆ = ∆ + + + + +∫ ∫  

         
~

0 0
22 22

0 0

( , ) cos( ) ( , ) sin( )n n n nK t h tdt K t tdt
π π

π λ ε π λ ε
≈

+ + + +∫ ∫  

         
~

0 0
11 11

0 0

( , ) cos( ) ( , ) sin( )n n n nH K t tdt K t h tdt
π π

π λ ε π λ ε
≈

+ + + +

∫ ∫  

         
~

0 0
12 12

0 0

( , ) cos( ) ( , ) sin( ) 0n n n nK t h tdt K t tdt
π π

π λ ε π λ ε
≈ 

+ + + + =


∫ ∫  

dır. Diğer taraftan, 

nnnnnnn oo ελεελελ 





 +∆=+∆=+∆

••

)1()()()()( 0
0

0
0

0
0  

dir. Eğer )( 0
0 nn ελ +∆  ifadesi )( nλ∆  ifadesinde yerine yazılırsa, 

~
0 0 0

0 21 21

0 0

( ) (1) ( , ) cos( ) ( , ) sin( )n n n n n no K t tdt K t h tdt
π π

λ ε π λ ε π λ ε
• ≈ ∆ + + + + + 

  ∫ ∫  
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~

0 0
22 22

0 0

( , ) cos( ) ( , ) sin( )n n n nK t h tdt K t tdt
π π

π λ ε π λ ε
≈

+ + + +∫ ∫  

         
~

0 0
11 11

0 0

( , ) cos( ) ( , ) sin( )n n n nH K t tdt K t h tdt
π π

π λ ε π λ ε
≈

+ + + +

∫ ∫  

         
~

0 0
12 12

0 0

( , ) cos( ) ( , ) sin( ) 0n n n nK t h tdt K t tdt
π π

π λ ε π λ ε
≈ 

+ + + + =


∫ ∫  

olur. )(0 λ∆  fonksiyonu sinüs tipli olduğundan, tüm 0
nλ  kökleri için 21 , NN  sabitleri 

vardır öyle ki K,2,1,0  ,)(0 2
0

01 ±±=∞<<∆<<
•

nNN nλ dir [4]. Ayrıca [5, 7] 

çalışmasından yararlanılırsa; Mhn
n

≤sup  olmak üzere 

nn hn +=0λ  

elde edilir. 

O halde 

~

21 21
0 0 00

1 ( , ) cos( ) ( , ) sin( )
( ) (1)

n n n n n

n

K t n h tdt K t h n h tdt
o

π π

ε π ε π ε
λ

≈

•


= − + + + + +

∆ +
∫ ∫  

         
~

22 22

0 0

( , ) cos( ) ( , ) sin( )n n n nK t h n h tdt K t n h tdt
π π

π ε π ε
≈

+ + + + + +∫ ∫  

         
~

11 11

0 0

( , ) cos( ) ( , ) sin( )n n n nH K t n h tdt K t h n h tdt
π π

π ε π ε
≈

+ + + + + +

∫ ∫  

         
~

12 12

0 0

( , ) cos( ) ( , ) sin( )n n n nK t h n h tdt K t n h tdt
π π

π ε π ε
≈ 

+ + + + + + 


∫ ∫  

),0(),( ),,( ),,( ),,( ),,( ),,( ),,( ),,( 22222

~

2121

~

1212

~

1111

~
πππππππππ LKKKKKKKK ∈⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

≈≈≈≈

 

olduğundan, (3.1)'den [5, sayfa 66-67]'ye göre 2l∈nε  olduğu elde edilir. 

Lemma .3.2: L probleminin normalleştirici sayıları için nnn δαα += 0  asimptotik 

eşitliği geçerlidir. Burada 2l∈nδ  dir. 

İspat: 
~

21 210
0 0

( ) ( ) ( , ) cos ( , ) sinK t tdt K t h tdt
π π

λ λ π λ π λ
≈

∆ = ∆ + +∫ ∫  
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~

22 22

0 0

( , ) cos ( , ) sinK t h tdt K t tdt
π π

π λ π λ
≈

+ +∫ ∫  

         
~

11 11

0 0

( , ) cos ( , ) sinH K t tdt K t h tdt
π π

π λ π λ
≈

+ +

∫ ∫  

         
~

12 12

0 0

( , ) cos ( , ) sinK t h tdt K t tdt
π π

π λ π λ
≈ 

+ + 


∫ ∫  

olduğundan  

~

0 21 21

0 0

( ) ( ) ( , ) sin ( , ) cosn n n nt K t tdt t K t h tdt
π π

λ λ π λ π λ
• • ≈

∆ = ∆ − +∫ ∫  

         
~

22 22

0 0

( , ) sin ( , ) cosn nt K t h tdt t K t tdt
π π

π λ π λ
≈

− +∫ ∫  

         
~

11 11

0 0

( , ) sin ( , ) cosn nH t K t tdt t K t h tdt
π π

π λ π λ
≈

+ − +


∫ ∫  

         
~

12 12

0 0

( , ) sin ( , )cosn nt K t h tdt t K t tdt
π π

π λ π λ
≈ 

− + 


∫ ∫  

yazılır.  
~

11 111 01
0 0

( , ) ( , ) ( , )cos ( , ) sinn n n nK t tdt K t h tdt
π π

ϕ π λ ϕ π λ π λ π λ
≈

= + +∫ ∫  

         
~

12 12

0 0

( , ) cos ( , ) sinn nK t h tdt K t tdt
π π

π λ π λ
≈

+ +∫ ∫  

ve 2

~~
0

01
0

0101     ,),(),(),( l∈+=+= nnnnnn δδλπϕελπϕλπϕ  

olduğu açıktır.  

L+∆+∆+∆=+∆=∆
••••••••

!2
)()()()()(

2
0

0
0

0
0

0
0

00
n

nnnnnn n

ε
λελλελλ  

              )()( 0
0 nn O ελ +∆=

•

 

ve 

),()( 1 nnn λπϕλα
•

∆=  

olduğundan, 
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),()( 10 nnn λπϕλα
•

∆=
~

21 21

0 0

( , ) sin ( , ) cosn nt K t tdt t K t h tdt
π π

π λ π λ
≈

+ − +

∫ ∫  

         
~

22 22

0 0

( , ) sin ( , ) cosn nt K t h tdt t K t tdt
π π

π λ π λ
≈

− +∫ ∫  

         
~

11 11

0 0

( , ) sin ( , ) cosn nH t K t tdt t K t h tdt
π π

π λ π λ
≈

+ − +


∫ ∫  

         
~

12 12 1
0 0

( , ) sin ( , ) cos ( , )n n nt K t h tdt t K t tdt
π π

π λ π λ ϕ π λ
≈ 

− + 


∫ ∫  

veya  

~ ~
0

0 1101
0

[ ( ) ( )] ( , ) ( , ) cosnn n n n nO K t tdt
π

α λ ε ϕ π λ δ π λ
•

= ∆ + + + ∫
~

11 12 12

0 0 0

( , ) sin ( , ) cos ( , )sinn n nK t h tdt K t h tdt K t tdt
π π π

π λ π λ π λ
≈ ≈ 

+ + + 


∫ ∫ ∫  

~ ~

21 21 22

0 0 0

( , )sin ( , ) cos ( , ) sinn n nt K t tdt t K t h tdt t K t h tdt
π π π

π λ π λ π λ
≈

− + −

∫ ∫ ∫  

~

22 11 11

0 0 0

( , ) cos ( , ) sin ( , ) cosn n nt K t tdt H t K t tdt t K t h tdt
π π π

π λ π λ π λ
≈ ≈

+ + − +


∫ ∫ ∫  

~
12 12 1

0 0

( , ) sin ( , ) cos ( , )n n nt K t h tdt t K t tdt
π π

π λ π λ ϕ π λ
≈ 

− + 


∫ ∫  

eşitliği alınır. Buradan,  

~ ~
0 0 0 0

0 0 0 1101
0

( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )cosnn n n n n nK t tdt
π

α λ ϕ π λ λ δ λ π λ
• • • 

= ∆ + ∆ + ∆ 

∫

~

11 12 12

0 0 0

( , ) sin ( , ) cos ( , ) sinn n nK t h tdt K t h tdt K t tdt
π π π

π λ π λ π λ
≈ ≈ 

+ + + 


∫ ∫ ∫  

~ ~
0

11 1101
0 0

( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )cos ( , ) sinnn n n n n nO O O K t tdt K t h tdt
π π

ε ϕ π λ ε δ ε π λ π λ
≈

+ + + +

∫ ∫

~

12 12

0 0

~
21 12

0 0

( , ) cos ( , ) sin

( , ) sin ( , ) cos

n n

n n

K t h tdt K t tdt

t K t tdt t K t h tdt

π π

π π

π λ π λ

π λ π λ

≈

≈


+ + 




+ − +


∫ ∫

∫ ∫



 25 

~

22 22

0 0

~

11 11

0 0

( , ) sin ( , )cos

( , ) sin ( , ) cos

n n

n n

t K t h tdt t K t tdt

H t K t tdt t K t h tdt

π π

π π

π λ π λ

π λ π λ

≈

≈

− +


+ − +



∫ ∫

∫ ∫
~

12 12 1
0 0

( , ) sin ( , ) cos ( , )n n nt K t h tdt t K t tdt
π π

π λ π λ ϕ π λ
≈ 

− + 


∫ ∫  

olur. Böylece, Lemma 3.1 'de olduğu gibi 

2
0   , l∈+= nnnn δδαα  

olduğu açıktır. 
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