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Özet: Bu çalışmada sınır koşulunda spektral parametreyi içeren impulsive Sturm-Liouville sınır değer

probleminin spektral karakteristikleri incelenmiş ve ters problem için teklik teoremi verilmiştir.

Anahtar Kelimeler: Ters problem, spektrum, diferansiyel ifade.

Direct and Inverse Problems for Impulsive Sturm-Liouville

Boundary Value Problem with Spectral Parameter

Contained in Boundary Condition
Abstract: In this study, the spectral characteristics of impulsive Sturm-Liouville boundary value problem with

spectral parameter contained in boundary condition are investigated and uniqueness theorem for inverse problem

is given.
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1. Giriş

Aşağıdaki sınır değer problemini göz önüne alalım:
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(1) diferansiyel denkleminin (2) sınır koşullarını sağlayan çözümlerinin aranması

problemi [12]-[13] çalışmalarında da gösterildiği gibi b  yarıçaplı küre içerisinde kompakt

supportun bir homojen olmayan medyumu için aşağıda verilen üç boyutlu ters akustik saçılma

probleminin çözümünde ortaya çıkmıştır.
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Orijinal problemin parametrelerine bağlı olan, (1)-(2) problemindeki a  parametresi ve

( )q x potansiyeli
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şeklindedir.

Ayrıca daha önce sınır koşullarında spektral parametrenin lineer şekilde içerildiği

durum [14]-[15] çalışmalarında incelenmiştir.

Diğer taraftan aralıkta süreksizliğe sahip sınır değer problemleri matematik, mekanik

fizik ve jeofizik gibi bilim dallarında sıklıkla karşımıza çıkar. Süreksizliğe sahip olmayan

diferansiyel operatörlerin ters ve düz spektral problemleri [2]-[6] çalışmalarında incelenmiştir.

Süreksizliğin varlığı operatörlerin incelenmesinde temel niteliksel gelişmeler sağlamıştır.

Süreksizliğe sahip sınır değer problemleri için düz ve ters problemlerin çeşitli formülasyonları

[7]-[8]  ve diğer çalışmalarda ele alınmıştır.

(1)-(3) problemini L ile gösterelim. ( ) 0q x =  için (1) denkleminin

0 0(0, ) 1,  (0, )e k e k ik′= =  başlangıç koşullarını ve  (3) süreksizlik koşullarını sağlayan çözümü

aşağıdaki gibidir:
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    (4)

olmak üzere, ( ) 0q x ≠  olduğunda

 
0

0

( , ) ( , ) ( , ) ,   ( , ) ( , ) ( , )
x

ikte x k e x k K x t e dt K x t K x t K x t= + = − −∫

gösteriminin varlığı R. Kh. Amirov [1] tarafından gösterilmiştir.

Ayrıca bu çalışmada,

1( , ) ( , ) ( . )
2

x k e x k e x kϕ  = + 

(1) denkleminin ( , ) 1,   '( , ) 0o k o kϕ ϕ= =  başlangıç koşullarını ve  (3) süreksizlik koşullarını

sağlayan çözümü olmak üzere,


0

0

( , ) ( , ) ( , ) cos
x

x k x k K x t ktdtϕ ϕ= + ∫     (5)

şeklinde bir gösterimin mevcut olduğu ispatlanmıştır.

Burada

( )0

cos ,                                           0
( , )

cos cos 2 ,       
kx x d

x k
kx k d x d x

ϕ
α α π+ −

< <=  + − < <
    (6)

dır.

2. Spektrumun Özellikleri

Bu bölümde L probleminin spektrumu öğrenilecektir. 0L  ile L probleminde ( ) 0q x =

olduğu durumu belirtelim.

sin( , ) fonksiyonu (1) denkleminin ( , ) ,  '( , ) cosax k aλ
ψ ψ π λ ψ π λ λ

λ
= =  başlangıç

koşullarını sağlayan çözümü olsun.

Lemma 1:  
sin

( , ) ( , )
( , )

n
n n

n n

a
x x

λ
ψ λ ϕ λ

ϕ π λ λ
=  eşitliği her n∈  için sağlanır.
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İspat: ( ) 2 ( , )( , ) ( , ) ( , )
( , )

n
n x x n

n

xW W x
x xπ

ψ λ
λ ϕ ψ ϕ ψ ϕ λ

ϕ λ=

 ∂
∆ = = =  ∂  

( ) 20 ve ( , ) 0n nxλ ϕ λ∆ = ≠  olduğundan ( , ) ( , )n n nx xψ λ β ϕ λ=  olur. Son eşitlikte x π=

yazılrsa 
sin( , )

( , ) ( , )
nn

n
n n n

aλψ π λ
β

ϕ π λ ϕ π λ λ
= =  elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar.

Lemma 2:  L probleminin özdeğerleri reel, ayrık ve basittir.

İspat: İlk olarak L  probleminin özdeğerlerinin reel olduğunu gösterelim; Kabul edelim ki, λ

sayısı  L probleminin bir özdeğeri ve ( , ) xϕ λ bu özdeğere karşılık gelen özfonksiyonu olsun.

Bu durumda  ( )2( ) 0,q x L π∈   olduğundan

''( , ) ( ) ( , ) ( , )  

''( , ) ( ) ( , ) ( , ) 

x q x x x

x q x x x
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− + =

− + =

eşitlikleri sağlanır. Bu eşitlikleri sırasıyla ( , ) ve ( , )x xϕ λ ϕ λ  ile çarpılıp taraf tarafa çıkarılır

ve ( )0,π  aralığında integrallenirse,
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elde edilir. ( , )nxϕ λ ( , )nxϕ λ  fonksiyonları L probleminin özfonksiyonları olduğundan, (2)

sınır koşulu ve (3) süreksizlik koşulunu sağlarlar. Buradan

0

0 ( ) ( , ) ( , )x x dx
π

λ λ ϕ λ ϕ λ= − ∫

eşitliği elde edilir. ( , ) 0nxϕ λ ≠  olduğundan , λ λ=  olur.

L probleminin karakteristik fonksiyonu ( )k∆ tam fonksiyon olduğundan ( )k∆ ’nın

sıfırları ayrıktır. Bu ise özdeğerlerin ayrık olması sonucunu verir.

Şimdi, özdeğerlerin basit olduğunu gösterelim.

''( , ) ( ) ( , ) ( , )  
''( , ) ( ) ( , ) ( , )n n n n

x q x x x
x q x x x

ψ λ ψ λ λψ λ
ϕ λ ϕ λ λ ϕ λ

− + =
− + =

eşitlikleri sırasıyla ( , ) ve ( , )nx xϕ λ ψ λ  ile çarpılıp taraf tarafa çıkarılır ve ( )0,π  aralığında

integrallenirse,
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son eşitlikte ( , )nxϕ λ  fonksiyonunun L probleminin bir özfonksiyonu olduğunu göz önüne

alırsak

0

'(0, ) ( ) ( , ) ( , )n nx x dx
π

ψ λ λ λ ψ λ ϕ λ= − ∫

elde edilir. Dolayısıyla (2) den

0
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x x dx
πλ
ψ λ ϕ λ
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∆
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− ∫

olur. Son eşitlikte nλ λ→  iken limite geçersek

.
2
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a
x dx

πλ
λ ϕ λ

ϕ π λ λ
∆ = ∫

eşitliğini buluruz. Buradan  
.
( ) 0nλ∆ ≠  olduğu açıktır. Böylece Lemma2’nin ispatı

tamamlanmış olur

Teorem 3:  L probleminin özdeğerleri ve özfonksiyonları için

0
0 0    n n

n n n
n n

k k
k k
ζ δ

λ= = + +     (7)

( )0 0
0 0( , ) cos cos 2 n n

n n n
n n

s bx k k x k d x
k k

ϕ α α+ −= + − + +     (8)

asimptotik ifadeleri geçerlidir. Burada, 2, ,  ,n n n ns bζ δ∞∈ ∈  , ayrıca 0
nk , 0L  probleminin

özdeğerlerinin kareköklerini belirtmektedir ve 
( ) { }0 2 1

,   
2( )n n n

n
k h h

a
π

π ∞

+
= + ∈

−
  şeklindedir.

İspat: L probleminin karakteristik fonksiyonunu ( )k∆  ile 0L  problemininkini de ( )0 k∆  ile

gösterelim. Bu durumda aşağıdaki eşitlikleri yazabiliriz:

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )0

sin, cos ' ,

cos cos 2

kak k ka k
k

k k a k d a

ϕ π ϕ π

α π α π+ −

∆ = −

∆ = − + − −

( )k∆  fonksiyonunda (5) ve (6) eşitlikleri kullanılırsa;
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2

: : ,   0 ,  0,1, 2,...
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= − ≥ > =

olarak gösterelim. Burada 
2
β

δ <<  olacak şekilde δ seçilir.

[9] çalışmasında gösterildiği gibi ( ) ( )0 için exp Imk G k C kδ δ π∈ ∆ ≥  dır.
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Diğer taraftan [4] den, n’in yeterince büyük değerlerinde  içinnk G∈ ,
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olduğundan,

( ) ( ) ( )0 exp Im
2

Ck k kδ π∆ − ∆ <

eşitsizliğini elde ederiz.

Sonuç olarak n∈ nin yeterince büyük değerlerinde  içinnk G∈ ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0exp Im exp Im
2

Ck k k C k kδ
δπ π∆ − ∆ < < < ∆

elde edilir. Rouche teoreminden n∈ nin yeterince büyük değerlerinde nG  çevresinin

sınırlandırdığı bölge içerisinde, ( )0 k∆  ile ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0k k k k∆ = ∆ + ∆ − ∆  fonksiyonlarının

sıfırlarının sayısı katlarıyla birlikte aynıdır. Yani bu fonksiyonlar (n+1) sayıda: 0 1, ,..., nk k k

sıfırlarına sahiptir.

δ  yeterince küçük olduğundan (1)n oε =  olmak üzere 0
n n nk k ε= +  eşitliği geçerlidir.

nk  sayıları ( )k∆  karakteristik fonksiyonunun sıfırları olduğundan,
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( )0 k∆  sinüs tipli fonksiyon olduğundan [10] her n∈  için ( )
.
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0 nk δγ∆ ≥  olacak
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geçerlidir. Diğer taraftan,
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(4) eşitliğinden
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∫ 

bulunur. Buradan
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olduğu elde edilir. Dolayısıyla
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eşitliği ispatlanmış olur.

Şimdi  (8) asimptotik formülünün doğru olduğunu gösterelim,
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1 1cos cos 2 ( , 2 0)sin (2 ) ( , ) sin

1 1 1( , 2 0)sin (2 ) ( , ) sin ( , )cos

d x x

d x

d x x

t t

d x

x k kx k d x K x t ktdt K x t ktdt
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= + − + − − − +

− − + − − −

∫ ∫

∫ ∫

son eşitlikte  k yerine nk  yazarsak ve 0
n n nk k ε= +  olduğunu göz önüne alırsak,

( ) ( )( )
( )

( )
 

( )
( )


( )

 ( )

( )

0 0

0

0

0
0

0 0
0

0 0
0 0

( , ) cos cos 2

sin (2 )
( , 2 0) ( , 2 0)

sin 1( , ) ( , ) sin ( )

cos cos 2

n n n n n

n n

n n

x
n n

t n n n
n n n n

n n
n n

n n

x k k x k d x

k d x
K x d x K x d x

k

k x
K x x K x t k tdt O

k k

s bk x k d x
k k

ϕ α ε α ε

ε

ε

ε
ε ε

ε ε

α α

+ −

+ −

= + + + −

+ −
 + − − − − + +

+
+ − + +

+ +

= + − + +

∫

Burada,

( )
( )

 ( )
( )

 
0 0

0 0

sin sin (2 )
( , ) ( ,2 0) ( ,2 0) ( )

1 / 1 /
n n n n

n n
n n n n

k x k d x
s K x x K x d x K x d x O

k k

ε ε
ε

ε ε

+ + −
 = − − − − − + + + +

olup, sınırlı bir dizidir.

3. Ters Problem

Bu bölümde L probleminin özdeğerlerinden yararlanarak tek şekilde belirlenebileceği

hakkında bir teorem ispatlanacak.
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( )   ( )( ),  ve ( ),L L q x a L L q x a= =  olmak üzere { }  nλ  L probleminin, { }  nλ  ise L

probleminin özdeğer dizisi olsun.

Teorem 4:   =  ve ( , ) ( , ), 0,  ise nn n n n L Lλ λ ϕ π λ ϕ π λ= ≥ =  dır. Yani, hemen hemen heryerde

   ve ( ) ( ) a a q x q x= =  dır.

İspat: = nnλ λ  olduğundan n’in yeterince büyük değerleri için, 
1 1 (1)

( ) ( )
o

a aπ π
− =

− −
 eşitliği

doğrudur. Buradan a a=  olduğu aşikardır.

( ) , 'nınλ λ∆
1 .
2

mertebeden tam fonksiyonudur. Dolayısıyla Hadamard teoreminden

( )λ∆  kendi sıfırlarıyla tek olarak belirlenebilir. Buradan  ( )  ( )  =nn iseλ λ λ λ= ∆ ∆ olduğu

çıkar. Şimdi aşağıdaki eğrisel integrali göz önüne alalım,

 1: ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( )

N

N
C

I x x x x dϕ λ ϕ λ ψ λ ψ λ λ
λ

   = − −   ∆∫

Burada, 
( )

2 2

2
( 1):N
NC

a
π

λ λ
π

 + = = 
−  

.

 1( ) : ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( )

F x x x xλ ϕ λ ϕ λ ψ λ ψ λ
λ

   = − −   ∆
 olsun. ( )F λ nın nλ λ=  noktalarında basit

kutuplara sahip λ ’nın meromorf fonksiyonu olduğu açıktır. Dolayısıyla,

( )  



.

2

.

1( ), ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( )

sin
( , ) ( , )

( ) ( , )

n n n n n

n

n
n n

n n n

res F x x x x

a
x x

λ λ ϕ λ ϕ λ ψ λ ψ λ
λ

λ
ϕ λ ϕ λ

λ ϕ π λ λ

   = − −   
∆

 = − 
∆

Diğer taraftan, N  nin yeterince büyük değerlerinde 0NI → olur. Dolayısıyla,

 2

.

sin
2 ( , ) ( , ) 0

( ) ( , )

n
n n

n
n n n

a
i x x

λ
π ϕ λ ϕ λ

λ ϕ π λ λ
 − = 

∆
∑

elde edilir. Buradan ( , ) ( , ),  0n nx x nϕ λ ϕ λ= ≥  olduğu çıkar. Son eşitlik (1) diferansiyel

denklemi ile birlikte göz önüne alınırsa  ( ) ( ) h.h.y. q x q x= olur. Bu ise ispatı tamamlar.
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