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Ozet

Ust diizey matematiksel diisiinmede, ispat yapma ve ters 6rnek verme bir dnermenin
ni¢in dogru veya yanlis oldugunu ve boyle bir 6nermenin olup olmadigini gostermek
igin cok oOnemli yere sahiptir. Ogrenciler bircok matematik dersinde siirekli
fonksiyonlarla kargilagtiklarindan fonksiyonlarin tanmim bolgelerinde ispatlari ve ters
ornekleri 6grenmeleri Onemlidir. Son zamanlarda, yapilan galismalar matematiksel
ispatlarda 6grencilerin zorlandiklarini ortaya koymustur. Bu arastirma calismalarmin
bircogu lisans diizeyinde siirekli fonksiyonlarin tanim bolgelerinde ispat ve ters
orneklerin {iretilebilecegi tizerine odaklanmistir. Yaptigimiz bu calismanin amact da,
Ogrencilerin ispat ve ters Ornek {iiretme yeteneklerini ve matematiksel algilarim
belirlemektir. Bu ¢alismanin bulgulari, katilimcilarin ispat ve ters 6rnek yazmada zorluk
yasadiklarini, 0grenme ve Ogretmede ispat ve ters Ornek verirken daha dikkatli
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olunmas: gerektigini diisiindiirmektedir. Daha da Onemlisi, bir teoremin ispatini
yapmak veya ters ornek kurmak miifredat analizi ve ileri matematik derslerinde

Ogretim tasarimi olusturma diisiincesini gelistirebilir.

Anahtar Kelimeler

Siirekli fonksiyon, ters 6rnek, ispat

Abstract

In advanced mathematical thinking, proof and counterexample are very important to
indicate why a proposition is true or false and whether such proposition exists or not. It
is important for students to learn counter-exampling and proofing within function
domains because functions are frequently mentioned and used within many
mathematics courses. Recent studies have revealed that students have difficulty in
mathematical proofs. Most of these studies have focused on the potentiality of proofing
and counter-exampling within the domains of functions. The aim of this study is to
measure proofing and counter-exampling skills of students and to determine their
mathematical perceptions. The findings show that participants experience problems in
proofing and counter-exampling, and in the light of these findings, it is assumed that it
is necessary to exemplify proofs and counterexamples carefully in learning and teaching
process. Furthermore, to prove a theorem or to set a counterexample may contribute to
the formation of a teaching draft within the advanced mathematics and curriculum
analysis courses.

Keywords

Continuous function, counter-example, proof

Giris
Karsilagilan bir problemin ¢6ziimii igin, insan zihinsel bir ¢aba igerisinde bulunarak belli bir akil
yiliriitme siirecine girer. Ciinkii insan diisiinebilen bir varliktir ve bu onu diger canlilardan farkl
kilar. Akil yliriitme siirecini gelistiren en 6nemli araglardan biri de matematiktir. Matematigin
akil ylriitme siirecine katkisi kendi Ozelliginden kaynaklanmaktadir (Umay, 2003).
Matematiksel akil yiiriitme siireclerinde 6grenciler, cogunlukla daha 6nce yasadiklar siiregleri
uygulamay1 tercih etmislerdir (Bergqvist, 2007). Lithner (2004) akil yiiriitme siireglerinin
belirlenmesinde analiz dersini kullanmigtir. Universite seviyesindeki Analiz dersi gibi derslerde,
matematiksel akil yiiriitme becerilerinin ortaya konulabilecegi ispatlama ve ters érnek verme
yeterlilikleri énem kazanmaktadir. Hem matematik¢iler hem de matematik egitimcileri icin
gecerli olan bir ispat 6nemli bir matematiksel aktivitedir (Alcock and Weber, 2005, p.1). Ama
matematiksel bir iddia i¢in bir ispat olusturmak veya bu iddiay1 ¢tiriitecek ters bir 6rnek vermek
cok da kolay degildir. Universite diizeyindeki 6grenciler, kendi kavrama siiregleri igerisinde
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ispat ve ters Ornek olusturmada sikinti yasamamaktadirlar. Ancak matematiksel bir iddiaya
ispat olusturmak veya bu iddiay1 ¢liriitmek i¢in diisiincelerini ifade etmede zorlanmaktadirlar
(Ko, 2010).

Ogrenenler icin matematiksel ispat siiregleri olusturmak ve matematiksel ifadeleri
anlamlandirmak zor bir siirectir. Matematiksel bir ifadeyi anlamlandirma ile ispat yapma
birbirinden farklidir. Matematiksel ispatta bir ifadeden hareketle diger bir ifadeyi dogrulamak
icin tamimlar, agiklamalar veya yontemler kullanilir (Tall, 1989). Ayrica matematiksel ispat
bilinen dogrulara dayanir (Stylianides, 2009). Bell (1979) matematiksel ispatin {i¢ 6zelliginden
bahseder. Birincisi, bir ifadenin ispati ig¢in bilinen sonuglarin varligindan yeni sonuglar
olusturmada informal yolla tiimdengelim metodunu kullanmak, ikincisi matematigin dogasini
tiimdengelim veya aksiyomatik sistem olarak goz oniine almak ve iiglinciisii sistemlestirilmis
siire¢ igerisinde hiyerarsik tiimdengelim basamaklarini ihtiva eden aksiyomlar olarak uygun
baslangi¢ noktalarini se¢mektir.

Sebebi ne olursa olsun 6grenciler dogru bir ispat olusturmada zorluklar yasamaktadirlar (Senk,
1985; Martin and Harel, 1989; Goetting, 1995; Harel and Sowder, 1998). Bu zorluklar ¢ogu
zaman, bir matematiksel kavramin anlamlandirilma siireclerinde yasanmaktadir. Bu duruma
bagh olarak bir¢ok arastirmaci 6grencilerin ispatlama siireglerini incelemistir (Balacheff, 1991;
Harel and Sowder, 1998). Ozellikle Harel and Sowder (1998)in belirledigi ii¢ ana baslik altinda
toplanan ispat semasi onemlidir. Bu semanin birincisi disa bagli etkenlerle ispat (external
conviction), ikincisi deneysel ispat (empirical) ve tiglinciisii ise analitik ispattir (analytical). Disa
bagl etkenlerle ispat semasi Ogrencilerin zihinlerinde var olanlarla ispatlama siirecini
gelistirmeleriyle ilgilidir. Gergekten de Ogrenciler yeni bir ispat olusturma siirecini tercih
etmezler. Deneysel ispat semasinda bazi sezgilere dayali olarak iddialar kabul edilebilir veya
reddedilebilir. Analitik ispat semasinda ise mantiksal siireglerle sonuca varilir. Healy and
Hoyles (2000) ogrencilerin cebirdeki ispat kavramlari tizerine yaptiklar1 calismalarinda
dgrencilerin iki tiir ispat siirecine sahip olduklarini ortaya ¢ikarmislardir. Ogrenciler, deneme-
yanilma (trial and error) ile yapilan ispatin yeterli olmadigini bildikleri halde deneme-yanilma
siirecini siklikla kullanmislardir. Yine Weber and Alcock (2004) doktora ve lisans dgrencileri ile
gerceklestirdikleri c¢alismalarinda, anlamsal(semantic) ve sozel(syntactic) iki ispatlama
siirecinden bahsetmektedirler. Anlamsal ispatta, matematiksel kavramlar1 6rneklendirme siireci
vardir. Sozel ispat ise matematiksel tanimlarin 6grenciler tarafindan kendilerince anlamli hale

getirilerek mantiksal akil ytiriitme siirecinde kullanilmasidir.

Matematikte olusturulan 6rnekler, matematik 6gretiminde 6nemlidir. Bunlar kendi igerisinde iig
tire ayrilmistir: ‘generik Ornek (generic example), ‘ters Ornek (counter-example)’ ve
orneklenemeyen 6rnek (non-example)’ dir. Bu ¢alismada da kullanilacak olan ters ornek, karsit
bir iddiay1 ispatlamak igin olusturulan bir ornektir (Bills et al., 2006). Ogrenicilerin bir kavrama
yonelik 6rnek veya ters 6rnek olusturmalar: ispat gelistirme siirecinde énemlidir ve ters 6rnek
olusturma sadece bir ifadeyi ciiriitmek igin kullanilmamaktadir (Whiteley, 2009), Ters 6rnegin
Ogreniciler tarafindan nasil olusturuldugu da merak konusu olmustur. Bu nedenle,
matematiksel bir iddianin bireyler tarafindan nasil ¢iiriitiildiigliniin ortaya kondugu birgok
calisma yapilmistir (Ko and Knuth, 2009b; Lin, 2005). Peled and Zaslavsky (1997) 6gretmen
adaylar1 ve oOgretmenlerle gerceklestirdikleri ¢alisimlarinda kullanilan ters ornek tiirlerini
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siniflandirmislardir. Zazkis and Chernoff (2008) calismalarinda ters 6rnegin pedagojik bilgi
boyutuyla ilgilenerek Ogrencilere bilissel ¢atisma imkan: saglamak igin ters Ornegi bir arag
olarak kullanmisglardir.

Universite diizeyinde matematik boliimlerinin en temel derslerden biri analiz dersidir.
Bezuidenhout (2001), calismasinda {iniversite birinci sinif 6grencilerinin Analiz derslerinin ilk
béliimlerinde yer alan limit ve stireklilik kavramlarini nasil anladiklarim ortaya koymustur. Bu
calismada, 6grencilerin fonksiyonun siirekliligini o noktada limitin varligina bagladiklar ifade
edilmektedir. Yine benzer bir sonug¢ Bastiirk ve Donmez (2011)in c¢alismasinda da yer
almaktadir. Fonksiyonlarla ilgili epistomolojik engeller {iizerine calisan arastirmacilarin
ulastiklar1 ortak sonuglardan biri, Ogrencilerin ve hatta bazi Ogretmenlerin stirekli
fonksiyonlarin bir tek formiille ifade edildigini diistinmeleridir (Hitt, 1994). Siireklilik ile ilgili
temel problemlerin sebebi, siirekliligin bilinen tanimlarindan ziyade &grencilerin kendilerinin
olusturduklar1 bilimsellikten uzak tanimlari kullaniliyor olmalaridir (Tall and Vinner, 1981;
Bezuidenhout, 2001). Analiz dersleri iiniversite 6grencileri igin en temel dersleri arasinda yer
aldigindan, analiz dersinde verilen temel kavramlar en iyi sekilde 6grencilere kavratilmalidir.
Bu temel kavramlardan biri de siirekliliktir. Literatiir incelendiginde siireklilik ile ilgili
calismalara pek rastlanmamustir.

Bu calismamizda Ko and Knuth (2009a) tarafindan olusturulan ispat olusturma kategorileri
kullamilmistir. Bu kategorilerin anlamlandirilmas: ile ilgili benzer c¢alismalar bircok
arastirmacinin ¢alismasinda da yer almaktadir (Healy and Hoyle, 2000; Harel and Sowder, 1998;
Weber, 2004).

Tiirkiye’de bir iiniversitede yaptigimiz bu c¢alismada, Ozellikle Ogrencilerin siireklilik
kavramiyla ilgili ispat ve ters ornek olusturma yeterlikleri incelenmistir. Arastirma siirecinde
asagidaki sorulara cevap aranmuistir.

o lkdgretim matematik dgretmenligi 2. siuf 6grencilerinin siirekli fonksiyonlarla
ilgili ispat olusturma stiregleri nasildir?

o flkdgretim matematik 6gretmenligi 2. siuf dgrencilerinin siirekli fonksiyonlarla

ilgili ters drnek verme siiregleri nasildir?

Yontem
Katilimcilar

Caligmanin 6rneklemini ilkdgretim matematik 6gretmenligi 2. sinifta 6grenim goren 151 6grenci
olusturmaktadir. Bu 6grencilerin hepsi Analiz I dersini almis, Analiz II dersini de almakta olan
ogrencilerdir. Su an ki 6gretim programinda da Analiz I ve Analiz II derslerinin ikisi de 2. sinif
miifredatinda yer almaktadir. Analiz I dersinin igerigini tek degiskenli fonksiyonlarda; limit
kavrami ve uygulamalari, fonksiyonlarda siireklilik ve uygulamalari, siireksizlik gesitleri bagta
olmak {izere tiirev ve integral kavramlar1 olusturur. Yani bu dersi alan 6grenciler
fonksiyonlarda stireklilik kavrami ile Analiz I dersinde karsilasmislardir. Bu ¢alisma bu
kavramin yogun olarak tizerinde duruldugu Analiz I dersini almis Ogrencilerle
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gerceklestirilmistir. Ayrica 6grencilerin hepsi esit sartlarda olup aynmi O0gretim elemanindan
Analiz 1 dersini almaktadirlar. Ogretim siirecinde 6gretim elemani dersi soyuttan-
somuta(teoriden-uygulamaya) seklinde anlatmaktadir. Her konu sonunda alistirma niteliginde
soru ¢dzmektedir. Ogrenciler sadece not almakta olup dinleyici konumundadirlar. Yine 6gretim
elemani teoremleri tahtada kendi ispatlamaktadir. Kisacasi, 0gretimde agirlikli olarak geleneksel
O0gretim yontemi uygulanmaktadir.

Veri Toplama Araci

Veriler, bes agik uglu sorudan olusan bir test ile toplanmistir. Bu test sorular1 Ko and Knuth
(2009a) tarafindan Fitzpatrick (1996) den uyarlanmuistir. Siirekli fonksiyonlarla ilgili bu sorularin
ticli dogru ifadeler igerirken, ikisi yanlis ifadeler igerir. Bu veri toplama aracinin amaci
ogrencilerin stirekli fonksiyonlarda ispatlama ve ters Ornek verme yeterliliklerini ortaya

koymaktir ( Tablo 1).
Tablo 1. Testte kullanilan agik uclu sorular
Problem Matematiksel ifadeler Dogru/yanlis
1 f, g bir S sayilar kiimesinde taiml iki fonksiyon ve @ € 5 olsun. Eger f, a Yanls

noktasinda siirekli ve g fonksiyonu a noktasinda siirekli degilse, f.g fonksiyonu a
noktasinda siirekli degildir.

2 f bir S sayilar kiimesinde tanimli bir fonksiyon ve |f]. x noktasinda degeri [f{x]| olan Dogru
bir fonksiyon olsun. Eger f, @ £ 5 noktasinda siirekli ise |f(x)|’de @ E 5

noktasinda stireklidir

3 f*, S sayilar kiimesinde tanimli bir fonksiyon ve @ € 5 olsun. Eger f*, a noktasinda Yanls
siirekli ise f de a noktasinda siireklidir

4 f, [0,1] kapali araligindan [0,1] kapal1 araligina tizerine siirekli bir fonksiyon olsun. Bu Dogru
durumda f(x,) = 1, olacak gekilde bir Xy € [l:l,l] vardir.

5 D= [l:l,l] U (2,3] olmak tizere Dogru

. _(x efer0<x<1
f:D—=R, f(xj_{x—l,egerzdiIEE

ile tarumlanan f: D' — R fonksiyonu siireklidir.

Verilerin toplanmasi

Ik 6ncelikle Ko and Knuth (2009a)’dan aktarilan veri toplama araci Tiirk¢eye cevrilmistir.
Tiirkgeye cevrilen veri toplama araci dil uzmanlarina kontrol ettirildikten sonra veri toplama
aract ilkogretim matematik Ogretmenligi ikinci siuf Ogrencilerine uygulanmistir. Testin
uygulama siiresi once otuz dakika olarak diisiiniilse de uygulama esnasinda bu siire elli
dakikaya c¢ikmustir. Ogrencilerden, siirekli fonksiyonlarla ilgili ifadelerden dogru oldugunu
diisiindiiklerine bir ispat olusturmalari, yanlis oldugunu diistindiiklerine ise ters bir ornek

vermeleri istenmistir.
Verilerin analizi

Veriler, iki kisma ayrilarak analiz edilmistir. Birincisi 6grencilerin dogru olan matematiksel
ifadelere olusturduklari ispat siireglerine gore, ikincisi ise yanlis olan ifadelere verilen ters
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Orneklere gore yapilan analizlerdir. Olusturulan ispat kategorileri Tablo 2’de, ters oOrnek

kategorileri ise Tablo 3’de yer almaktadir.

Tablo 2. Ispat olusturma kategorileri

Kategori

Aciklama

Cevapsiz (No response)

Bos birakilan, konu ile ilgisiz olan, tahmini olarak
verilen cevaplar

Yeniden ifade etme (Restatement)

Ispat olusturmada temel olusturmayan, 6grencilerin
kendi climleleriyle problemi tekrar ifade etmesini iceren
cevaplar

Ters Ornek(Counter—example)

Dogru bir ifadeyi red etmek i¢in verilen yanlis ters
ornekleri iceren cevaplar

Deneme-yanilma (Empirical)

Ispati 6rneklerle vermeyi igeren cevaplar

Referanssiz-sembolik (Non-referential symbolic)

Mantiksal hatali, ispat olusturmayan, anlamlarimnin
6tesinde manipiile edilmis sembolleri iceren cevaplar

Yapisal (Structural)

Gegerli bir ispat olusturmak i¢in tanumlarin, gegerli
aksiyom ve teoremlerin kullanildig: fakat mantiksal
hatalarin bulundugu cevaplar

Tamamlanmis (Completeness)

Tamamlanmis ispat1 igeren cevaplar (Ko and Knuth,
2009a, s.71).

Tablo 3.Ters 6rnek olusturma kategorileri

Kategori

Aciklama

Cevapsiz (No response)

Bos birakilan, konu ile ilgisiz olan, tahmini olarak
verilen cevaplar

Ispat (Proof)

Yanlis bir durumu ispatlamak i¢in verilen yanlis
ispatlari iceren cevaplar

Yetersiz (Inadequate)

Yanlis veya hi¢bir yerde bulunmayan bir ifadeyi
ciiriitmek de bagarisiz olan ters drnekleri iceren cevaplar

Dogrulama (Justification)

Yanlis bir durumu ciiriitmek i¢in ters rnek vermek
yerine yanlis olan ifadeyi anlatmay1 igeren cevaplar

Tamamlanmamig(Incomplete)

Yanlis bir ifadeyi ciiriitmede basarili fakat mantiksal
hatali ters 6rnek igeren cevaplar

Yeterli (Adequate)

Tamamlanmis ters ornek igeren cevaplar (Ko and Knuth,

2009a, 5.71).

Bu kategorilerin yan sira soruyu yanlis algilayan veya bu kategoriler icerisinde yer almayan

Ogrenci cevaplar: igin diger kategorisi olusturulmustur. Veriler bu kategorilere gore analiz

edilmistir. Birbirinden bagimsiz iki arastirmaci verileri analiz etmistir. Analiz edilen veriler

karishilastirilmis, gerekli yerlerde yeniden kodlamalar yapilmistir.
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Bulgular
ispat igeren sorulara iliskin 6grenci cevaplan

Cevaplar1 dogru olan 2, 4 ve 5. sorulara yonelik 6grenci cevaplarinin verilen kategorilere gore
olusturulmus frekans ve ytizdeleri Tablo 4 de verilmistir.

Tablo 4. ispat olusturma kategorilerinin ytizdeleri ve frekanslar

Problem  Tamamlanmis Cevapsiz Yeniden Ters Deneme- Sembolik Yapisal Diger
numarast ifade etme Ornek yanilma
f % f % f % f % f % f % f % f %
2 0 0 26 17 23 15 29 19 19 13 16 11 15 10 23 15
4 0 0 35 23 19 13 22 15 12 8 5 3 14 9 44 29
5 0 0 37 25 30 20 39 26 0 0 5 3 5 3 35 23

Tablo 4 incelendiginde fonksiyonlarda stireklilik ile ilgili dogru matematiksel ifadelere,
Ogrencilerin ¢ogu ya ters ornek vermeye calismis ya da bu ifadeleri igeren sorulari bos
birakmislardir. Diger kodu, tamamen mantiksal hata igeren ve tamimlari, teoremleri veya
aksiyomlar1 ispat olusturma siirecinde kullanmayan &grencilerin cevaplari ve soruyu yanlig
algilayip ona gore siireg isleten dgrenci cevaplarindan olusur. Ornegin ST olarak kodlanan
Ogrenci, 2. soruyu tamamen mantiksal hatalar tizerine dogrulamaya g¢alismisken, TC isimli

ogrenci 4. soruyu yanhs algilamistir.

ST kodlu 6grencinin 2. soruya verdigi cevap

) L, S e lenesde bty [P v ade 1Rl el

W forle. Exv Paes nol. asddi me [fO0) W €S

L~ Boa oy
+ r fon siprw ganion \ QA —;UF—L%\) olren aru;\o &
ek e foligs  swldldie

TC kodlu 6grencinin 4. soruya verdigi cevap

o\dug)ubdgn f_D.kB c.rq\@\ndmﬁ a.\mn{'jmm-. 2t Vel
Sa e au§¢H ~y
%&Au—éﬂ-

W . ,E(,;osz_v.o me daanlma_

B Wime simcala Bl eldermara
Bl Qlerraies A""é’
AF)aNe

B Aasta~\a- xe, Lol aronwgSatel

[ \\.I?_\(“‘

Problem 2 ile ilgili 6grenci cevaplarinin yorumlar:
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2. soruda Ogrencilerin, “cevapsiz” ve “diger” kategorilerinden baska yogun oldugu diger iki
kategori “yeniden ifade etme” ve “ters drnek ” kategorisidir. Ispat icin yeterli diizeyde temel
olusturamayan ogrenci cevaplar1 yeniden ifade etme kategorisinde yer alirken, dogru olan bu
matematiksel ifadenin yanlis oldugunu diisiinerek ters drnek veren &grencilerin cevaplari ise
ters Ornek kategorisinde yer almaktadir. 2. Problem igin hicbir 6grenci dogru bir ispat

olusturamamustir.
Yeniden ifade etme

AQO:

-F (] ,.,,_,qu-ﬁb,,lé;\ Bk feiu";
LN 1‘{'1 I = at'L-i--tbl_qd.;Lf_L .
[,4',1_,, r'—f“' J.‘;’i{f{t ‘f—.ﬂ?ﬂ'f'f‘? sz'tfi;ﬂ &
EF by’ fﬁ‘-’.’i}j 1"—""1 e =7 ﬂ~>i=z’1qu:nch!;_
"J‘q o ~er." i
L éesf r ;.’m.‘-r d_ci&'(:r- ne E’{-‘.’{-f-;".-_

Gorildiigi gibi AO, hicbir bilimsel veriyi dayanak gostermeden ispatlama stirecine gegmistir. 2.
sorudaki ifadenin dogru oldugunu belirleyebilmis olmasina ragmen, bu sorudaki ifadeyi
tekrardan ileri gidememistir. Yani gegerli bir ispat olusturulamamistir. Bu nedenle yukaridaki

cevaba benzer cevaplar yeniden ifade etme kategorisinde yer almustir.

Ters 6rnek

SO:

2o A —xe Slae . ) = [-mxllﬁkj ('ﬁ\‘
Bu &m!mrw 7

S¥re-lblidyr- \

|

b

(¢ &t SReetad dgpiteli

e Ao et s
leamilma oS- Ay,

dam ¥ e L ges)
o™

Yukaridaki cevap incelendiginde aslinda bu 6grencinin sag ve sol limiti almayla ilgili bir
sikintistnin oldugu anlasiimaktadir. Burada 6grenci sag ve sol limit almay1 sagdan ve soldan
tiirev almayla karistirmaktadir. Aslinda 6grenci ¥ = lx| fonksiyonunun, x = 0 noktasinda
siirekli oldugu fakat tiirevli olmadig1 bilgisine daha oncesinden sahiptir. Fakat bu bilgi
kavramsal diizeyde olmadigindan karistirilmistir. Ogrencilerin bazilar1 ispati, asagidaki sekilde

gostermislerdir.

Ilir::_f{.r] = fla) ve Jim filx) = fla) ise Il_I.rE:_lf{.r] | = 1fla)| ve Ilirgn_lf{x]l = |f(a}| olur.O halde

|F (x| Fonksiyonu streklidir
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Boyle bir ifadenin dogrulugundan bahsedemeyiz. Siireklilik tanimi ile uyumlu olmayan bu ifade
ogrencilerin kendilerinin olusturduklar1 bir tamimdir. Burada 6grenci, limit ve mutlak deger
kavramu tizerinde bazi degisiklikler yapmistir. Ama bu degisimler ispat igin gegerli degildir.

Mantiksal olarak hi¢bir hata icermeyen yalniz tam bir ispat icin yeterli olmayan bes 6grencinin
ifadesi de soyledir:

lim,., flx) =L = fla) = |J1rt_r_zgf{xj| =Ll = (e} = limlf G| = IL1 = |f (@) |olup If Ce)| fonksiyonu
a noktasinda sareklidir

Aslinda bu 6grencilerin cevaplar1 incelendiginde herhangi bir hata ile karsilasilmamistir. Limit
almada mutlak degerin 6zelligi kullanilarak istenilen sonuca ulasilmistir. Ama bunlarin sadece
ozellikleri kullanilmis olup anlamsal boyutuna yer verilmedigi i¢in dogru bir ispat olarak kabul

edilmemistir.

Ayrica bir noktada siireklilik i¢in verilen £-0 teknigini kullanan Ogrencilerde mutlak deger

fonksiyonu i¢in bir 6(¢)>0 degeri bulamamuislardir.

Yine HG isimli 6grencinin cevabi asagidaki gibidir.

2Y £ a'de swekf t5€

Eat  L£lry =£C6Y  olte
M

Le<) —btays £ [ Bir Roesryonon T wE€  crarodotl fore T g’ﬂiﬁﬂdgﬂ}
L£6eN) £ 1Rt ] +1E7
G | £623) & Cat S FEI] 4 (1

X230 WD LD
Lier (£ 2 0@ opar 10Ux3)  Lobppmeter  soellcli”
K 2

Yukaridaki cevap incelendiginde aslinda bu o6grenci sandvi¢ teoremini kullanarak sonuca
varmaya calismistir. Yalniz bu teorem, iki esitsizlik arasinda kalan fonksiyonlar i¢in gecerlidir.
Tek tarafl1 olarak bir esitsizligin her iki tarafindan limit almak, her iki fonksiyonunda limitinin o
noktada esit oldugunu gostermez. Yukarida verildigi gibi gesitli matematiksel tanim veya
teoremlerin yanlis kullanildigi gercek manada bir ispat olusturamayan Ogrenci cevaplari
referanssiz-sembolik olarak kodlanmistir.

Problem 4 ile ilgili 6grenci cevaplari

4.soruda on dokuz O6grenci ispat olusturmada temel olmayacak ifadeler kullanmiglardir. Bu
ogrencilerden Ul'nin cevabi asagidaki gibidir.

Ul
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Ul'mnin cevabi incelendiginde siirekli fonksiyonlarin ve oOrtenligin tarmuminin bilindigi
anlagilmaktadir. Fakat burada yazilan tanimlar sadece ifade de kalmistir. Istenen ispatta higbir
sekilde kullailmamistir. Ogrenci, genel tarimlari yazmis ardindan flx;)= x; sonucuna
ulasmistir. Yani 6grencinin yazdiklar1 ispat teskil etmemektedir. Bu ve buna benzer cevaplar
yeniden ifade etme olarak kabul edilmistir.

DK:

Laen X J\Ef&[él.’
< AFT Yonke,

- rep fp(iﬂ) =Ko ‘.)‘Ck. vellde. &—D £ C-O‘g e
soele K \fe) =
=

LAY

Bu soruda on iki Ogrenci, deneme-yanilma yolunu kullanarak ifadeyi dogrulamaya
calismislardir. Dogru ornekleri bir araya getirmek ispat olusturmaz. Bu ogrenciler genellikle
y=xvey =x’ fonksiyonlarindan yola ¢karak verilen ifadenin dogru oldugu kanisina
varmuslardir. Evet, her iki fonksiyonda verilen aralikta hem orten hem de siireklidir. ¥ = *
fonksiyonu igin ¥x; € [0.1]igin f(x,) = x; iken v = x? fonksiyonu sadece 0 ve 1 noktasinda bu
sarti saglamaktadir. Ama bu iki Ornekle ispat olusturulmaz. Bu sekilde bir cevap veren DK
isimli 6grencinin cevabi yukaridadir.

DA:
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Yapisal kategorisinde yer alan Ogrencilerin ¢ogu limit tamimini kullanmislardir. Yalniz
kullandiklar1 tanimdan bagimsiz olarak ifadenin dogrulugunu, uygun olmayan bir gerekgeyle
aciklamislardir. Bu kategoride yer alan DA olarak kodlanan Ogrenci tanim ve goriintii
kiimesinin esit olmasi sebebiyle ifadenin dogru oldugunu diisiinmiistiir. Bu durum ise tamamen
mantiksal bir hata icermektedir.

Problem 5 ile ilgili 6grenci cevaplari

Ters 6rnek kodunda 39 6grenci yer almaktadir. Bu kodda yer alan 6grenciler genelde verilen
fonksiyonun grafigini ¢izmek suretiyle, fonksiyonun stirekli olmadig1 kanisina varmislardir. Bu
ogrencilerden birinin cevabi asagidaki gibidir.

CK:

Lz %“M:ﬂm;@ l(_ga:vm n!.Jc_{'uv‘Jwaq $:4rd.n.LI C‘.-l-fi'&'ﬁ’-

Ogrencinin cevabi incelendiginde ashnda bir kavram yanilgisi karsimiza ¢ikmaktadir. Bu
ogrenci grafikte kopma oldugundan dolay1 fonksiyonun siirekli olamayacagini sdylemistir.
Literatiirde de siirekli bir fonksiyonun grafiginin tek bir parcadan olusmasi gerektigine yonelik
bir kavram yanilgist mevcuttur (Tall and Vinner, 1981). Bu sekilde verilen 6grenci cevaplari ters
ornek olarak kodlanmistir.

5’inci soruyla ilgili diger bir 6grenci cevap kategorisi ise yeniden ifade etmedir. Ogrenciler
burada 0, 1, 2 ve 3 noktalarinda siireklilige bakarak, fonksiyonun siirekliligi ile ilgili karar
vermeye calismislardir. Bu noktalarda fonksiyonun limitini alip, fonksiyonun o noktadaki limit
degeri ile fonksiyonun o noktadaki degerinin egit oldugunu gostermislerdir. Bu durum zaten
agiktir. Bunu gostermek ispat olusturmak igin yeterli bir a¢iklama degildir. Var olan durumu
gostermek, ispat olusturamaz.

YK:
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Yukaridaki cevaba benzer cevaplar ise referanssiz-sembolik olarak kodlanmistir. Goriildiigi
gibi manipiile edilmis sembolleri iceren bu cevap bir ispat olarak kabul edilemeyeceginden bu
kategoride yer almustir.

Ters ornek iceren sorulara iliskin égrenci cevaplar

Yanlis ifadelerin bulundugu 1 ve 3. sorulara yonelik 6grenci cevaplariin verilen kategorilere
gore olusturulmus frekans ve yiizdeleri Tablo 5 de verilmistir.

Tablo 5. Ters 6rnek verme kategorilerinin yiizdeleri ve frekanslar1

Problem  Cevapsiz Ispat Yetersiz Dogrulama Tamamlanmamis Yeterli Diger
numarasi
f Y% £ % f Y% f % f % f % f %
1 11 7 89 59 2 1 6 4 6 4 0 0 37 25
25 17 47 31 17 11 8 5 7 5 13 9 34 22

Tablo 5 incelendiginde ogrencilerin biiyiik bir kismui ters ornek vermeleri gereken bu
matematiksel ifadeleri ispatlamaya g¢alismislardir. Diger kategorisinde ise yine yanlis olan bu
ifadelere kars1 ispat olusturma siireci isleten Ogrenci cevaplari yer almaktadir. Yalmiz bu
Ogrencilerin, ispat olustururlarken kullandiklar1 agiklamalar matematiksel olarak hicbir anlam
ifade etmemektedir. Birinci soru igin diger kategorisinde yer alan bir 6grencinin cevabi ise

asagida verilmistir.

HG:
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Problem 1 ile ilgili 6grenci cevaplari
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Ispat olusturma siirecine giren Ogrencilerin ¢ogu yukaridaki &grencinin cevabina benzer

cevaplar vermislerdir. Bir noktada siirekli olan bir fonksiyonunun limiti ile ayni noktada siirekli

olmayan bir fonksiyonun limitinin ¢arpiminin ayri ayri o noktanin fonksiyonlardaki degerleri

carpimina esit olamayacag: fikri ortaya atilmistir. Boyle bir kaniya nasil varildigr konusunda

hi¢bir mantiksal agiklama mevcut degildir.

Baz1 6grenciler ise sdyle bir ispat olusturmuslardir.

lim, .+ flx) = k. lim,_,- f{x) =k ve fla) = k olup fFlx)sireklidir.lim,_+ g(x) = #, ve

x=a~

lim = £,o0lup £, = £, olup glx) siireksizdir. 0 halde Hm (f.g).. = k.4, ve lim (f. g)(x) = k. £, dir.
x=a™ c X=a

ko€, = k& olup f.g fonksivonu anoktasinda sirekli degildir.

Bu sekilde ispat yapan ogrenciler siireklilik ile ilgili 6nemli bir noktay1 ka¢irmaktadirlar. Bir

fonksiyonunun bir noktada siirekli olmamasi sadece o noktada o fonksiyon icin alinan sag ve sol

limitin esit olmamasi anlamina gelmemektedir. Yukaridaki 6rneklere benzer olarak verilen

Ogrenci cevaplari ispat olarak kodlanmuistir.

Tamamlanmamuis kategorisinde yer alan 6grenci cevaplarindan biri de su sekildedir.

EK:

Qu) = X< L«P ){ l) .J{*'l'} &M

Juo = s sl S, el  syens
| 5u} ek st Q= L. roktoynnch — §lreklde

Yukaridaki  cevap

incelendiginde  verilen bir ters Ornekle karsilasilmaktadir.

1

f(x) = x* — 1fonksiyonu x=1 noktasinda siirekli iken g{x) =, fonksiyonu x=1 noktasinda

1

siirekli degildir. Buraya kadar hicbir problem s6z konusu degildir. Yalniz bu 6grenci sunu

bilmemektedir: Iki fonksiyonun carpiminin tanim kiimesini, bu ¢arpim fonksiyonunu olusturan

fonksiyonlarin tanim kiimelerinin kesisimi olusturur. Yani x=1 noktast f gl =x+1

fonksiyonunun tanim kiimesinde yer almamaktadir. Bu nedenle f-8 fonksiyonunun x=1
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noktasinda siirekliligi incelenemez. Ters 6rnegin mevcut oldugu fakat mantiksal hatalar iceren
bu tiir 6grenci cevaplari ise tamamlanmamis olarak kodlanmistir.

Problem 3 ile ilgili 6grenci cevaplar1

SC:
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SC olarak kodlanan &grenci yanlis olan bu matematiksel ifade icin ispat yapmistir. Bu 6grenci
x=a noktasinda lim,_, f* (x) = f2{a) esitligi tizerinde kendine gore limitin bazi &zelliklerini
kullanarak lim,_, f(x) = f(a) olmasi gerektigini ortaya koymustur. Ulagilan sonug¢ dogrudur.
Yalniz bu sonuca ulagsmak igin izlenen yolda limit sembolii iizerinde gergeklestirilmis bazi
dogru olmayan degisimler s6z konusudur. Yukaridaki Ogrenci cevabina benzer Ogrenci
cevaplari ispat olarak kodlanmuistir.

EO:
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Yukaridaki cevap incelendiginde bir ters ornek verilmistir. Verilen bu ters Ornek ifadeyi
clirtitmek icin ise yeterli degildir. Gergektende f*(x) = (x + 1)* fonksiyonu x = —1 noktasinda
siireklidir. Fakat f(x) = x4 1] fonksiyonu x = —1 noktasinda siirekli degildir ifadesi yanlistir.
Ciinkii bu fonksiyon ® = —1 noktasinda siireklidir. EO, bu fonksiyonun x = —1 noktasinda
stirekli olmamasiin sebebini bu fonksiyon iizerinde * = —1 noktasinda alinan sag ve sol
limitlerin birbirine esit olmamasindan kaynakladigini sdylemistir. Oysa * = —1 noktasinda bu
fonksiyonun hem sag hem de sol limiti sifirdir. Yani bu f(x} = lx+ 1l fonksiyonu x = -1

noktasinda stireklidir. Bu ve buna benzer 6grenci cevaplari ise yetersiz olarak kodlanmustir.

3’lincii soruya verilen yanitlar incelendiginde on ii¢ 6grenci dogru ters 6rnek vermistir. Hicbir
soruda dogru cevaba ulasilmazken bu soruda dogru ters orneklerin var olmasi bu soruyu
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digerlerinden farkhi kilmaktadir. Bu 6grencilerin biiyiik bir kismi f(x) fonksiyonunu karekok
fonksiyonu olusturacak sekilde belirlemislerdir. Negatif sayilar i¢in bu karekdk fonksiyonunun
limiti alindiginda yaklasilan noktanin reel sayilara ait olmadig1 seklinde bir ortak goriise
varilmistir. Bu sekilde cevap veren 6grenciler yeterli olarak kodlanmuistir. .

Tartisma ve Sonuc¢

Bu calismada ilkogretim matematik 6gretmenligi ikinci siuf 6grencilerine siireklilik kavramiyla
ilgili ispat ve ters ornek olusturmak igin bes agik uclu soru yoneltilmistir. Katilimci 6grenciler
dikkate alindiginda, bu 6grenciler Analiz-I dersini almis, Analiz-II dersini de halen almakta olan
ogrenciler oldugundan, bu arastirmada ispat olusturulmasi gereken sorulara cevap vermeleri
beklenmektedir. Fakat calismanin sonunda ispat gerektiren tiim sorularda ogrencilerin higbiri
dogru bir ispat siireci gelistirememislerdir. Problemin ¢oziimii igin ters Ornek gerektiren
sorularda ise, 6grenciler ispat gelistirme sorularina gore daha basarili olmuslardir. Bu sonuglar
Ko ve Knuth'un (2009a) ile benzerlik gostermektedir.

Tall'in (1989) belirttigi gibi matematiksel ispat olusturma zorlugunun sebebi matematiksel
kavramlarla ilgili tanimlarin yetersiz verilmesidir. Ispat gerektiren sorularda &grencilerin
cevaplarina bakildiginda genelde tek bir tamim iizerinden ispat olusturmaya c¢alistiklar
goriilmiistiir. Ogrenci zihninde siireklilik kavramina iligkin tarumlar, tek boyutta kalmugtir.
Hatta ispat olusturmak igin yapilan tanimlarin bazilar1 da dogru degildir. Bu durum sadece
tanimlarla da simrl degildir. Cogu 6grencinin cevabi ispat olarak kabul edilemeyecek ifadeler
icermektedir. Bu ifadelerin dogruluk pay1 yoktur. Bu tarz d6grenci cevaplari referanssiz-sembolik
olarak kodlanmistir. Bu kod Harel ve Sowder'in (1998) calismalarinda yer alan ispatlama
semalarindan biridir. Ayrica bu kodda yer alan 6grenci cevaplari Ko ve Knuth'un (2009a)
calismasiyla benzerlik gosterse de 151 6grencinin katildigr bu ¢alismada referanssiz-sembolik
kodunun yiizdelik pay1 Ko ve Knuth’un calismasindakine gore daha diisiiktiir. Farkli olarak
olusturulan diger kodunda yer alan O6grencilerin yiizdeleri oldukga yiiksektir. Diger kodu,
genelde ifadeyi yanlis anlayan 6grenci cevaplar ile diger hi¢bir kategoriye yerlestirilemeyen
Ogrenci cevaplarini igerir. Bu da bize matematiksel bir ispat olusturmada Ko ve Knuth'un
(2009a) belirttigi gibi okuma, yazma ve anlamanin Onemini ortaya koyar. Ko'nun (2010)
calismasinda oldugu gibi, bu calismada da Ogrencilerin matematiksel bir iddiaya ispat
olusturmada zorlandiklar1 ortaya konmustur. Bu &grenciler, matematiksel iddialara ters drnek
olustururken, ispat olusturma kadar zorlanmamuiglardir. Ters 6rnek olusturamayan ogrencilerin
bir kismi ispatta olugturamamustir. Bu durumda ters drnek gelistirmenin ispat gelistirme siirece
iizerinde etkili oldugu sdylenebilir (Whiteley, 2009). Ogrenciler, analiz dersinde onlara
verilenleri yazmaktan oOteye gidememislerdir. Bu durumun ortadan kaldirilmas: igin analiz
derslerinde ters orneklerle olusturulacak bir bilissel catisma ortaminin (Zazkis and Chernoff,
2008) etkili olacag: diistiniilmektedir. Yani ileri diizeyde matematik dersi verilen smiflar
icerisinde gergeklestirilen farkli stratejiler ile grencilerin hem ispat olusturma hem de ters
Ornek verme becerileri gelistirilebilir.

40
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