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ABSTRACT

In this study we prove the pure discrete property of the spectrum and found the asymptotic expression of N
(1) the number of eigenvalues <A ( >0 )when A — o of Loperator in space L,(0,00;H) . L operator
is formed by

2 .
yIV + > Pj(x)y(3_1) +Q(x)y, 0<x<ow differential expression with boundary conditions
=1

y'(0)—ay'(0)=0 . . .
” . Here H is a separable Hilbert space, a,b are real constants, the operator valued functions
y"(0)-by(0) =0

Q(x), Pj(x) (j=12) are defined in the H Hilbert space and satisfy the following conditions

Q*(x)=Q(x)=1 (lis the unit operator in H) , Q_l(x) €Gy,

1
| Pi0Q Z+8(X) |<c (i=12 c=const.>0; £>0).
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OPERATOR KATSAYILI BiR DIFERANSIYEL DENKLEMIN OZDEGERLERIi SAYISININ
ASIMTOTIK iFADESI UZERINE

OZET
Bu ¢aligmada H ayrilabilir Hilbert uzay1 olmak tizere L, (0,00;H) Hilbert uzayinda
v, 2 (3-k) . L
y + X Pi(x)y +Q(X)y, 0<x<oo diferansiyel ifadesi ve
=1

y'(0)-ay'(0) =0 . - . .
. sinir kosullar ile olusturulan L operatériiniin spektrumunun saf ayrik oldugu ve L nin

y"(0)-by(0) =0

A >0 sayisini agmayan 6zdegerleri sayist N(A) nmn A — oo iken asimtotik ifadesi bulunmustur. Burada a,b

1 ~
reel sabitler, Q(x ); Q*(x) =Q(x) =1 (I, H da birim operator), Qfl(x) €0y VE " P(x)Q 4Jr&(x) " <c

(G=1,2; c=sbt>0, € >0 ) kosullarini saglayan H da doniisiim yapan operator degerli fonksiyonlardir.
Anahtar Sozciikler: Hilbert uzayi, kendine-es operator, rezolvent, spektrum
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1. GIiRiS

H ayrilabilir bir Hilbert uzay1 olsun. L,(0,o0;H) ayrilabilir. Hilbert uzayinda

2 .
YW Pyl eQeyy,  0sx<e )
j=1
diferansiyel ifadesi ve
y"(0)—ay'(0) =0 2
y"(0)-by(0)=0 3

sinir kosullar: ile olusturulan operatorii L ile gosterelim. Burada a,b reel sayilar, Q(x) ve Pj(x)
(G=1,2) H da doniisiim yapan operatorler olmak iizere asagidaki kosullar1 sagladiklarini
varsayalim:

) Q(x); Q*(x)=Q(x) =1 (I, H da birim operatdr), her x €[0,) iken Qfl(x) €0,
(o, - H da kompakt operatdrler uzayidir )

2) [x—¢ <1 oldugunda

“[Q(é) - Q(x)] Q*B(x)“ <clx-¢g (c >0,sht ve 0<B< %)

3) [x-¢>1 oldugunda

1
—%x—i\of‘(x)

| Qe e |sd  (d=sbt)

1
——+¢
| PxQ 4 () |<c (=12 c=sbt>0,2>0).
Bu kosullarin yanisira L operatdriiniin L,(0, 00;H) Hilbert uzayinda L* =L >1; oldugu

varsayilmaktadir. ( Burada |y, L,(0,00;H) da birim operatordiir).
2. L OPERATORUNUN GREEN FONKSIYONU

L operatoriiniin Green fonksiyonu Gq(X,&n) yii(pu>0)

Gy(x &) = G(x, &) - qu,a; W) p(& ) dé @)

integral denkleminin ¢6ziimii seklinde arayalim. Burada G(x,&;p) terimi Pj(X)=0 (j=12)
olmasi halinde
yY +Q(X)y+py . 0<x<w Q)
diferansiyel ifadesi ve (2)-(3) siur kosullar ile olusturulan L, operatoriiniin Green fonksiyonu
[2], p(&,m) ise bulunmasi gereken operatdr degerli fonksiyondur.

Gi(x,&n)  (1)-(3) smur deger problemi ile olusturulan L operatoriiniin Green
fonksiyonu oldugundan

2 .
Y Pi(x)yC ) +Q(x)y +py =0 6)
]:

diferansiyel denklemini saglamalidir (x #m ) :
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2 )
[Gy(x, & W] + 2 P(IGix.& WICD + Q)G (%, & W) + MGy (X, & )] = 0 ()
J:
(7) denkleminde G(x,&p) teriminin Pj(x)=0 (j=12) olmast halinde (5) diferansiyel ifadesi
3
ile olusturulan denklemi sagladigini ve in x =§& noktasinda sigrayisa sahip oldugunu
OX
g6zoniine alirsak [ 2] , n# x iken p(&,m) ya gore asagidaki denklem elde edilir.
2 o3 2 w g3
p(xm)+ X Pi(x) —5=Gxnn)-X P(X) | —5=G(xmn) pEn) d=0 ®)
= ox°! j=1 o ox°!

Bu son denklemde Pj(x) (j=12) kapali operatdr ve integral altindaki ifade smurlt

operatdr oldugundan Pj(x) (j=12) integral altinda yazilabilir. O halde

2 o3
5 Pi(x) 57 Gl mu) = K(x miw) ©)
j=1 OX

olarak alinirsa; (8) denklemi
PO =K (&)~ TK(X ER) pl&m) 0 (10)

seklini alir.
(10) denklemini 0 <X, <oo bolgesinde tanimlanmis, degerleri H da doniisiim yapan, sinirli

ve normu asagidaki sekilde tanmimlanan A(X,m) operatorler kiimesi olan ng) uzaymda goz

Oniine alalim.

© 2
[AGn] o =[0§ng ! G dﬂ]

(10) integral denkleminde ikinci terimin olusturdugu operatdrii N ile gosterirsek yani

Np = (I) K(x.&n) p(&n) dg (In
olarak alinirsa (10) denklemi

p(x,&) =K —Np (12)
seklinde ifade edilir.

Q(x) operator fonksiyonu [2] calismasinda verildigi sekilde yukaridaki 2) ve 3)
kosullart sagladiginda p >0 m biiyiik degerlerinde N operatorii biizen operator olacaktir. O

halde X #1 ve u— «© iken
. - 1
o> —[Q(x)+pl]4 RS RACORIEES N
ox] 4 !

1
N (ia2)4_jeia2[Q(X)+H|]4 x| sign (X —n) (13)

oldugu goriiliir. Burada oy ve o, sayilar Y-1in st yart diizlemdeki kokleridir.

1
——+¢
(13) denklemini ve Pj(x) (j=12) iizerine konulan || P;i(x)Q 4 (x) ||< c
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(c=sbt , &>0)kosulunu goz oniine almak suretiyle K(X,n; 1) niin normunu hesaplayalim;
2 o3
Kxmip) ==X Py(x) —55Gxmin)
j=1 oX
olarak aldigimizdan
;j 1 1
HK(x,n; “)HH <C %PJ(X) *[Q(XlJr pi {(ia1)3—jeia1[Q(X)+u']4X-n +(ia2)3—jeia2[Q(X)+u']“X-n}
j=

=C

Ty iy i . 0
£Pi00) 1Q0 + ull* [Q(x)+uu'e{(ialf'le'“ﬂQ(*)*“” Pl )2 el @00 *‘”}
=

4 |

<Cp
Burada E,, Q(x) operatoriiniin spektral fonksiyonudur. En son esitsizligi

1
,[(7\ + “)ﬂ:ei'%(k*!l)"‘xfﬂ‘dEk
1

1
T+ et rlge,
1

_Se—lm ‘11‘X—n‘

n (0<m<ow) yagore integre edersek

0, 2 -
Kol dn< <7 e meklgy
0 w2 o

2 0
. C (}( e-2|mml\x—n\dn+I e—ZImalx—ndn]
0

2¢
X

n

<

€

<

. , V2
il - o kel an)
olarak elde edilir.Bu ise K(X,m;u) e X(32) oldugunu ve p— oo iken K(X,m;u) niin ng) de
normunun sifira yaklasti1 goriiliir. Buna gore p niin biiyiik degerlerinde (10) denklemi
X(32) uzayma ait tek p(x,m) ¢oziimiine sahiptir. (4) ifadesindeki integral operator p > 0 m biiyiik
degerlerinde biizen oldugundan dolayr p — oo iken

Gy (xmk) = G(x, ;) [1+0(D)] (14)
dir. Burada o (1) operator degerli bir fonksiyondur ve p — oo iken ||0(l)|| — 0 dir. O halde
G(x,m;n) H-S tipli operator oldugundan Gq(X,m;p) de H — S tiplidir yani

0000, 2
[ IHGl(X, n H)" dx dn<o
00 H-S

dur. Su halde (1) — (3) simir deger problemine karsilik gelen L operatoriiniin spektrumu sadece
ozdegerlerden ibarettir yani spektrum saf ayriktir. L operatoriiniin 6zdegerlerini

ApShp <ooo<hp <o
ve bunlara kargilik gelen ortonormalize edilmis 6zfonksiyonlarini,
01(%),92(X),-,@n (X),--
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ile gosterelim.
3.L OPERATORUNUN OZDEGERLERI SAYISI N (A) NIN ASIMTOTIK iFADESI

A >0 herhangi bir say1 olsun. N(A) ile A y1 asmayan Aq,Ap, -, Ap, - Ozdegerlerinin sayisin
gosterelim:

NA)= ¥ 1.
An<A

Lop =2Apon
= Lop + 1P =An@n + ey
= (L+w)on =y +1)op

olur. L operatoriiniin spektrumu sadece 6zdegerelerden olustuguna gore ( L + p) niin tersi vardir.
O halde

= 0p(x) = (hy + WL+ 'y,

= 0y (%) = Ay + W) [G (X, &, (E) dE (15)
0

seklinde yazilabilir
(13) ve (14) den p — o iken
G1(xmip) =K(x,m;p)[L+0o(1)] (16)
elde edilir ki burada
3
—_ 1 1
[QC) +ull % | gioalQeysslpeon] - oalQOal ] g 4 oy a7

K(x,mp) = 7

dir.
pn — o iken (16) da (17) gdzoniine alinirsa (15) esitligi

On~(hn + u)zK(x,a; Won(2) dE

on 7 -
= T ({)K(X@ mpn(8) dg

seklini alir. N herhangi dogal say1 olmak iizere,

2
su00 = 3 JealIl
n=1(An + 1)

olsun. O halde

bt 2
© N g)"(Pn (X)" dx N 1
[SN(X) dx = X =X 5
0 n=l  (Ap +H) n=1(An + 1)

dir ki burada [1] gibi benzer islemler yapildiginda
g1 1gs oA
— 2 iz 7

n=1(hn +p)° 8 ]_lo[(oj(x)+u]A

(18)

olur. Burada ®(X) < w,(X) <--- Q(x) operatoriniin 6zdegerleridir. [4] ¢aligmasinda elde edilen
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© N(A 1> 1

j—( ) 3 dr== —
o(h+p) 2n=1 () +p)
formiiliinti kullanirsak (18) ifadesinden
i N(A) i 1= dx

Y —
3 16 - 7
o(h+p) ] lo[OJj(X)‘*H]A
yazilabilir. Keyfi t > 0 igin
0712_ [ dt<y | L?si—/zz_ [ dt (19)
/47 o<t i o=t [mj(X)+p]A 4] exst

olacak sekilde c,,c, sabitlerinin oldugunu farzedelim. Bu kosul kullanilarak [3] ¢alismasinda

oldugu gibi Titchmarsh n [4] Tauber tipli teoreminden A — oo iken
1
S Bee)h o

\/;F 1 I oj(x)<r
4

olarak L operatériiniin 6zdegerler sayist N(A) nin asimtotik ifadesi elde edilmis olur.

N(L) ~

4. SONUC

Operator katsayili diferansiyel denklemlerin spektrumunun asimtotik ifadesinin bulunmasi
matematigin i¢ problemi olmasinin yani sira fizikte ters sagilma probleminin ¢oziilmesinde biiyiik
Onem tasimaktadir.

Bu galigmada elde edilen sonuglar kuvantum fizigi problemlerinin ¢éziimiinde faydalt
olabilir.
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