Journal of Engineering and Natural Sciences

Miihendislik ve Fen Bilimleri Dergisi Sigma

2005/3

FREE VIBRATION ANALYSIS OF BEAMS SUBJECTED TO AXIAL LOAD
UNDER VARIOUS BOUNDARY CONDITIONS

Mesut SIMSEK"
Yildiz Teknik Universitesi,insaat Fakiiltesi, Insaat Miihendisligi Béliimii, Yildiz-ISTANBUL

Gelis/Received: 16.12.2004 Kabul/Accepted: 11.05.2005

ABSTRACT

In this study, free vibration of beams subjected to axial loads and having different boundary conditions is
analyzed within the frame of the Bernoulli-Euler beam theory. The Lagrange equations are used to examine
the free vibration characteristics of the beams. The constraint conditions of the supports are taken into account
by using very stiff linear spring constants. For applying the Lagrange equations, trial functions denoting the
deflection of the beam is expressed in the form of power series. By using the Lagrange equations, the problem
is reduced to the solution of a system of algebraic equations. The first six eigenvalues of the beams are
calculated and tabulated for different values of the axial load. It is thought that the tabulated results will prove
useful to designers and provide a reference against which other researchers can compare their results.
Keywords: Free vibrations of beam, compressive and tensile axial loads, Lagrange equations.

EKSENEL KUVVET ETKIiSINDEKi KiRiSLERIN SERBEST TiTRESIMLERININ FARKLI SINIR
KOSULLARI ALTINDA iNCELENMESI

OZET

Bu ¢aligmada farkli sinir kosullarina sahip eksenel kuvvet etkisindeki kiriglerin serbest titresimleri Bernoulli-
Euler kirig teorisi gercevesinde incelenmistir. Problemin ¢oziimii i¢in Lagrange denklemleri kullanilmustir.
Problemde sinir kosullart rijit yaylarla saglanmistir. Caligmada, Lagrange denklemlerinin uygulanmasi igin
kirigin diisey yerdegistirmelerini ifade eden ¢oziim fonksiyonunun olusturulmasinda kuvvet serileri
kullanilmistir. Lagrange denklemleri kullanilarak problem cebrik denklemler sisteminin ¢dziimiine
indirgenmistir. Problemde, farkli sinir kosullarina sahip eksenel kuvvet etkisindeki kiriglerin ilk alti moduna
ait 6zdegerleri, eksenel kuvvetin farkli degerleri i¢in ¢izelgeler halinde verilmistir. Cizelgelestirilen sonuglarin
tasarimeilar igin faydali olacag: ve diger arastirmacilarin sonuglarini karsilastirmada referans olusturabilecegi
diistiniilmektedir.

Anahtar Sozciikler: Kiris serbest titresimleri, Eksenel basing ve ¢ekme kuvveti, Lagrange denklemleri.

1. GIRiS

Eksenel yiike maruz kiriglerin titresiminin uygulamada ayr1 bir 6nemi olup ingaat, makine ve ugak
miihendisliginde genis bir uygulama sahasina sahiptir. Ornegin ingaat mithendisliginde, biiyiik
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acikliklar gecebilmek i¢in koprii yapiminda kullanilan kirisler 6ngerme veya artgerme teknikleri
ile dretilirler. Bu teknikler yardimiyla kesitte olusan ¢ekme gerilmelerinin biiyiik Olgiide
azaltilmas1 ve hatta yok edilmesi yoluyla koprii kiris elemanlart daha etkin bir sekilde
kullanilabilmektedir. Bu baglamda, uzun yillardan beri eksenel yiik etkisindeki kirislerin dinamik
davranislarinin incelenmesi aragtirma konusu olmustur. Asagida bu konuda yapilmis olan 6nemli
bazi teorik ¢aligmalar 6zetlenmistir.

Bu konuda yapilan ilk ¢aligmalara 6rnek olarak Timoshenko ve Young [1] ve Fyrba’nin
[2] eksenel kuvvet etkisindeki tek agiklikli kirigler iizerine yaptiklar1 ¢aligmalar gosterilebilir. Her
iki ¢calismada da kirise ait serbest titresim frekans denklemleri analitik olarak elde edilmistir.
Bokaian [3-4] farkli sinir kosullarina sahip eksenel kuvvet etkisi altindaki tek agiklikli kirigler
icin, eksenel kuvvetin kirigin serbest titresim karakteristikleri iizerindeki etkilerini incelemistir.
Bu caligmalarda problem, statik eksenel yiik basing [3] ve ¢ekme [4] alinarak analitik olarak
incelenmistir. Laura et al. [5] tekil kiitle tastyan ve eksenel yilike maruz siirekli kirislerin serbest
titresimini klasik Ritz yontemiyle sayisal olarak incelemistir. Kukla [6] elastik ara mesnetleri olan
ve bir noktada toplanmus tekil kiitle tasiyan eksenel yiike maruz kiriglerin serbest titresimlerini
Green fonksiyonlarini kullanarak analitik olarak incelemislerdir. Dikdortgen plaklarin serbest
titresim analizinde de kullanilan Green fonksiyonlari, frekans denklemini N-1. dereceden
determinant yardimiyla ifade etmeye olanak saglar [6]. Virgin ve Plaut [7] eksenel yiik
etkisindeki iiniform kirislerin harmonik yayil yiikler altinda zorlanmus titresimini analitik olarak
incelemistir. Bu ¢alismada yayili yiik harmonik olarak degismekte olup eksenel kuvvet ¢ekme
veya basing olabilmektedir. Nallim ve Grossi [8] eksenel ¢ekme kuvveti etkisindeki kiriglerin
serbest titresim karakteristiklerini incelemek igin, karakteristik ortogonal sekil fonksiyonlar
kullanarak Rayleigh-Ritz metoduna dayanan basit bir varyasyonel yontem gelistirmislerdir. Luo
[9] acikligmin tam ortasinda tekil harmonik yiik bulunan, eksenel yiik etkisindeki sonlu ve
tiniform Bernoulli-Euler kirisinin zorlanmig titresimlerini incelemistir.

Bu calismada, eksenel basing ve ¢ekme kuvveti etkisindeki tek aciklikli kirislerin
serbest titresimi Bernoulli-Euler kiris teorisi ¢er¢evesinde enerji yaklagimiyla formiile edilerek
sayisal olarak incelenmistir. Problemin ¢dziimii i¢in Lagrange denklemleri kullanilmig olup,
kirisin gergek yerdegistirmelerine kuvvet serileri ile yaklasgim saglanmistir. Mesnet kosullart
lineer elastik olan, ¢okme ve donmeye karsi ¢ok rijit yaylarla saglanmigtir. Calismada iki ucu
ankastre mesnetli, bir ucu ankastre diger ucu basit mesnetli, iki ucu basit mesnetli, bir ucu
ankastre mesnetli diger ucu bosta ve her iki ucu bosta olan kirisler gézoniine alinmistir. Sinir
kosullarinin saglatilmasina 6rnek verilirse, iki ucu ankastre kiris i¢in her iki ugtaki ¢okme ve
donme yaylarinin yay sabitleri biiyiik degerler olarak alinmus, iki ucu basit mesnetli kiris i¢in ise
donmeye karst elastik yaylarin katsayilart 0, ¢okme yaylarinin katsayilari ise biiyiik degerler
olarak alinmistir. Kirige ait enerji ifadeleri ¢ikarildiktan sonra, bu ifadelerde yer degistirme
fonksiyonunun yerine, yaklasim (deneme) fonksiyonu olarak segilen kuvvet serisi ifadesi
konulmus ve problem Lagrange denklemlerinin kullanimiyla 6zdeger problemine indirgenmistir.
Yukarida bahsedilen sinir sartlarina sahip kirislerin ilk alti moduna ait 6zdegerleri eksenel
kuvvetin farkli degerleri i¢in elde edilerek ¢izelgeler halinde verilmistir. Elde edilen sayisal
degerler literatiirde mevcut olan sonuglarla kiyaslanmig ve farkli sayida kuvvet serisi terimleri
alinarak yakinsama caligmasi da yapilmigtir.

2. TEORI VE FORMULASYON

P cksenel kuvveti etkisindeki L agiklikli {iniform Bernoulli-Euler kirigleri Sekil 1°de
gosterilmistir. Koordinat eksenlerinin baglangici kirigin orta noktasi olarak seg¢ilmistir. Kirisin her
iki ucunda ¢6kme ve donmeye karsi elastik yaylar bulunmaktadir. Sinir kosullari, bu yaylara ait
yay sabitlerinin degerleri ilgili sinir kosuluyla uyumlu olacak sekilde degistirilerek saglanmustir.
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Sekil 1. (a) Tek aciklikli eksenel basing kuvveti, (b) tek aciklikli eksenel gekme kuvveti
etkisindeki ¢okme ve donmeye karsi elastik mesnetli kiris.

Bernoulli-Euler kiris teorisine gore, egilme sebebiyle herhangi bir ¢ ani1 i¢in kirige ait i¢
potansiyel enerji

g W (X,1)
U= j EI(X)(aX ] dXx (1

-L/2
seklindedir. Burada E Young modiili, / kesitin atalet momenti ve W(X,¢) kirisin yer

degistirme fonksiyonudur. Dénme eylemsizliginin ihmal edilmesi halinde herhangi bir ¢ ani1 i¢in
kirisin kinetik enerjisi asagidaki sekilde verilmektedir:

1 ow (X,
K= j pA(X)(at ]dX 2)

-L/2

Kinetik enerji ifadesindeki p kirisin kiitle yogunlugu, 4 ise kirisin enkesit alanidir.

Kirise etki eden P eksenel kuvvetine ait potansiyel enerji ifadesi herhangi bir ¢ ani1 i¢in
asagidaki sekildedir:

L2 (o (x.0)Y
y=-= f = dx 3)
2 oX
Cokme ve donmeye karsi elastik mesnetlerde ortaya ¢ikan sekildegistirme enerjileri,
strastyla, asagidaki gibidir:

_ %an [W(X,.0] (4a)

-L/2

1 , 2
=2 2kn [ (Xy0)] (4)
i=1
Yukarida verilen (4) numaral bagintilarindaki &, ve k, c¢6kme ve donme yaylarmin

yay katsayilarimi ve JX,, ise mesnetlerin koordinatlarini gostermektedir. Yukarida (1)-(4)

bagmtilarinda verilen enerji ifadelerini boyutsuz biiyiikliikler cinsinden yazabilmek i¢in asagidaki
boyutsuz ifadeler tanimlanmustir:

’wzi' (5)

Bu durumda herhangi bir ¢ ani i¢in kirigse ait potansiyel ve kinetik enerji ifadeleri
asagldaki gibi olur:

jE1( )[a W, t)] dx (6a)
.x
K = L;OS PA(x )(aw(" t)j dx (6b)
-0-5
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Eksenel P kuvvetine ait potansiyel enerji ile elastik mesnetlerde ortaya c¢ikan
sekildegistirme enerjisi ifadeleri ise izleyen sekilde yazilabilir:

_ PL%(2ow(x1) ?

V= > (L[ax J dx (7a)
= _ )

F, = ?Zkﬂ [ (x,,0)] (7b)

Fy :%ikm[w’(xmﬁ)]z (7¢)

i=1
Geometrik simir kosullarini saglayan bazi ifadeler w(x,f) icin secilir ve secilen

fonksiyonla birlikte Lagrange esitlikleri kullanilarak dogal sinir kosullar1 da saglatilir. Lagrange
esitlikleri kullanilarak, yerdegistirme fonksiyonu olan w (x,#) nin kabul edilebilir fonksiyonlarin

lineer serisi olarak temsil edilmesiyle ve serideki katsayilarin Lagrange esitligini saglayacak
sekilde ayarlanmasiyla yerdegistirme fonksiyonu igin bir yaklasik ¢6ziim bulunur. Lagrange
esitliginin uygulanmasi i¢in deneme fonksiyonu olan w(x,f) ifadesine uzay bagiml

N-1

X0, xh X% x koordinatlart ve zaman bagimli genellestirilmis ¢, (¢) biiyiikliikleriyle

yaklasim saglanmustir. Boylece kiris igin yerdegistirme fonksiyonu asagidaki kuvvet serisi
seklinde elde edilir:

W)=Y q,0)x"" ®)

Kirisin serbest titresimi i¢in zamana bagimli genellestirilmis koordinat olan g, (¢)

asagidaki sekilde ifade edilebilir:
9,()=g,¢"" (©)

Kirise ait boyutsuz yerdegistirme fonksiyonunun genligi de asagidaki sekilde olur:
N
wx) =2.q,%"" (10)
n=1

Probleme ait fonksiyonel izleyen formda tanimlanabilir:
L=K —(U+V +F,+F,) (11)

Yukaridaki (11) denklemiyle ifade edilen probleme ait fonksiyonele asagida verilen
Lagrange denklemleri uygulanabilir:

oL _doL _, k=123 N. (12)

9q, droq,
Lagrange denklemlerindeki iistte goriilen nokta zamana gore tiirevi gostermektedir.
Problemin sayisal analizinde izleyen boyutsuz biiyiikliikler kullanilacaktir:
ky, U ky, L Aw? L' PL
Ky = Ky =R 2= PE0 R po It
' EI EI EI EI

(13)

Lagrange denklemlerinin uygulanmasiyla asagidaki verilen lineer homojen denklem
takimi elde edilir:

[4]{7} - 2*[B]{g} ={0} (14)
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(14) denklemindeki [4] ve [B] matrisleri katsayilar matrisi olup, elemanlari izleyen sekildedir.

A= T () e ] (30 () o, () o) (o) (o)

-0:5 -0-5
By, = [ (x*")(x"")dx, k,m=1,2,3...,N 15)

Kirige ait 6zdegerler olan boyutsuz A parametreleri, (14) numarali denklem sisteminin
trivial ¢oziimiinden bagka bir ¢6ziimiiniin olabilmesi igin katsayilar matrisinin determinantinin
sifir olmasi sartindan elde edilir.

3. SAYISAL HESAPLAMALAR

Bu ¢alismada, eksenel yiikiin (basing veya ¢ekme olmasi durumunda) kirislerin serbest titresimi
iizerindeki etkileri arastirilmistir. Bu amagla, degisik siir kosullarina sahip kiriglerin ilk alti
titresim moduna ait boyutsuz frekans parametresi A, eksenel yiik parametresi 7' nin gesitli
degerleri i¢in elde edilerek ¢izelgeler halinde verilmistir. Bu ¢alismada, eksenel yiikiin igaretinin
basing olmasi durumu (+), ¢ekme olmasi durumu ise (- ) olarak kabul edilmistir. Eksenel yiikiin
basing olmasi durumunda, boyutsuz eksenel yiik parametresi 7 =35,10,20, ¢ekme olmasi
durumunda 7 =-35,-10, —20 olarak se¢ilmistir. 77=0 olmas1 ise eksenel yiikiin sifir oldugu
duruma karsi gelmektedir. Smir kosullar1 daha 6nceden de belirtildigi gibi, arzu edilen sinir

kosuluna uygun rijitlikte yay katsayilar1 dikkate alinarak saglanmigtir. Problemde ele alinan sinir
kosullart ve herbir sinir kosuluna kars1 gelen boyutsuz yay parametreleri x,, ve x, ile kirisleri

tanimlamada kolaylik saglamasi amaciyla, farkli sinir kosullarina sahip olan sézkonusu kirislere
verilen tanimlar Cizelge 1’de toplu olarak belirtilmistir. Eksenel ¢ekme kuvveti etkisindeki M-M
ve A-A kirisleri igin kuvvet serisi terim sayist N =8, 10,12, 14,16, 18 alinarak yapilan yakinsama
¢alismasi sonuglart Cizelge 2-3’de verilmis ve yine ayni gizelgede, elde edilen sonuglar Kaynak
[8]’de elde edilen sonuglarla karsilagtiriimustir.

Elde edilen sonuclarin mevcut sonuglarla kiyaslanmasina bagka bir 6rnek olarak agiklig:
L =20 m, birim boy kiitlesi p4=1000 kg/m, kesit atalet momenti 7=0-08824 m* ve elastisite

modiili £ =34000 MPa (EI=3-10° Nm®) olan eksenel yiik etkisindeki bir M-M Kkirisi
gbzoniine almmustir. Hesaplarda eksenel kuvvetin P =0, —1-10° kN, 1-10° kN degerleri igin ilk

alt1 moda ait boyutsuz frekans parametreleri hesaplanmis ve boyutsuz frekans parametresi A’ nin
(13) bagintisinda verilen tanimindan, gézoniine alinan kirisin ilk alt1 dogal titresim frekans1 elde
edilmistir. Elde edilen degerler, Timoshenko ve Young [1] ve Fyrba [2] tarafindan eksenel yiik

etkisindeki M-M kirisinin dogal frekanslarimn hesabi i¢in @, = (ai’z’/L*)\J1- PL* /i*El ©°

seklinde verilen formiilden elde edilen sonuglarla Cizelge 4’de karsilastirilmistir. Burada o,

kirigin dogal frekansi olup, a parametresi ise a =+/El/ pA seklinde verilmektedir.

Cizelge 2 ve Cizelge 3’de verilen yakinsama ¢aligmalarindan goriildiigii iizere kuvvet
serisi terim sayismnin artmasiyla elde edilen Ozdegerlerin degerlerinin azaldifi, yani kesin
degerlere iistten bir yakinsama oldugu goriilmiistiir. Terim sayis1 N =8 olarak alindiginda ilk iki
modda ¢ok iyi sonuglar elde edilmis, besinci ve altinct modlarin elde edilebilmesi iginse terim
sayisinin arttirilmasi gerektigi goriilmiistiir. Ayrica, Cizelge 4’den de goriilebilecegi gibi kuvvet
serilerinin ilk modlarda (ilk bes mod) ¢ok iyi sonug verdigi, daha yiiksek modlarda ise elde edilen
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sonuglarin kesin sonuglardan bir miktar saptig1 goriilmistiir. Ayrica, Cizelge 2-4’den elde edilen
sonuglarin literatiirdeki mevcut sonuglarla ([1,2,8]) iyi bir uyum i¢inde oldugu goriilmektedir.

Cizelge 1. G6zoniine alinan sinir kosullar ve ilgili siir kosuluna kars gelen «,, ve i,

parametreleri.
Sinir Kosullari Kiris Tanimi Sol Mesnet Sag Mesnet
. =10~ 0 K., =10% 20
A-A T1 . T2 .
3 E Ky =10° =0 Kp, =10° =0
K, =10~ 0 K, =10° x o0
i 2 A-M T1 . T2
Ky =10" =0 Ky, =0
. =10% ~ o0 Ky, =10% x 00
A =2 M-M n =
Kp =0 Kz, =0
K, =10~ 0 K, =0
;— A-S T1 . T2
Ky =10° =0 Kpa =
Ss k=0 K, =0
Kp =0 Kz, =0

Cizelge 2. M-M Kkirisi i¢in yakinsama ve kiyaslama caligmasi, 7 =—-10.

Metod | N 4 4, A A As A
8 14.00382 | 44.19715 | 95.15800 | 169.40116 - -
10 | 14.00382 | 44.19654 | 93.71406 | 163.04420 | 271.66404 | 408.31047
1) 12 | 14.00382 | 44.19654 | 93.69316 | 162.83927 | 252.79029 | 364.18403
14 | 14.00382 | 44.19654 | 93.69316 | 162.83699 | 251.71424 | 360.40397
16 | 14.00382 | 44.19654 | 93.69316 | 162.83699 | 251.69044 | 360.27168
18 | 14,00382 | 44.19654 | 93.69316 | 162.83683 | 251.69029 | 360.26878
Ref. [8] 14.00375 | 44.19648 | 93.69313 | 162.83758 [ 252.27915 -

(1) Bu galigma, —  Hesaplanmans.

Cizelge 3. A-A Kkirisi i¢in yakinsama ve kiyaslama ¢alismasi, 7" =-20.

Metod [N 4 4, A Ay As As
8 27.27485 | 68.72474 | 134.75349 | 229.07875 - -
10 | 27.27424 | 68.70765 | 129.02183 | 209.45762 | 360.53077 | 538.83735
1 12 | 27.27424 | 68.70765 | 128.81935 | 208.28773 | 311.76139 | 438.51051
14 | 27.27424 | 68.70765 | 128.81767 | 208.26545 | 307.42012 | 426.54045
16 |27.27424 | 68.70765 | 128.81767 | 208.26530 | 307.27134 | 425.92384
18 |27.27424 | 68.70735 | 128.81767 | 208.26393 | 307.26921 | 425.90583
Ref. [8] 27.27422 |1 68.70763 | 128.81772 | 208.28133 | 307.50742 —7
(1) Bu galisma, — " Hesaplanmamus.



Free Vibration Analysis of Beams Subjected...

Cizelge 4. M-M Kkirisi i¢in yakinsama ve kiyaslama ¢alismast.

P (kN) N o, @, @, @, [ w,
10 42.7362 | 170.9466 | 384.7235 | 684.7015 | 1155.6048 | 1747.5365
P=0 12 42.7362 | 170.9466 | 384.6307 | 683.7969 | 1073.2305 | 1555.5748
14 42.7362 | 170.9466 | 384.6295 | 683.7860 | 1068.5211 | 1539.1009
16 42.7362 | 170.9466 | 384.6295 | 683.7860 | 1068.4161 | 1538.5221
10 42.4468 | 170.6573 | 384.4354 | 684.4134 | 1155.3253 | 1747.2616
P=1.10° 12 42.4468 | 170.6573 | 384.3414 | 683.5076 | 1072.9425 | 1555.2873
- 14 42.4468 | 170.6573 | 384.3414 | 683.4979 | 1068.2318 | 1538.8122
16 42.4468 | 170.6573 | 384.3414 | 683.4979 | 1068.1268 | 1538.2334
10 43.0242 | 171.2347 | 385.0123 | 684.9901 | 1155.8836 | 1747.8114
Pe_1.10° 12 43.0242 | 171.2347 | 3849183 | 684.0855 | 1073.5186 | 1555.8615
- 14 43.0242 | 171.2347 | 384.9183 | 684.0745 | 1068.8092 | 1539.3896
16 43.0242 | 171.2347 | 384.9183 | 684.0745 | 1068.7042 | 1538.8108
P=0 42.7366 | 170.9465 | 384.6297 | 683.7862 | 1068.4160 | 1538.5190
Timoshenko 3
P=1-10 42.4469 | 170.6576 | 384.3409 | 683.4975 | 1068.1273 | 1537.8694
ve Young [1]
P=—1-10° | 43.0243 | 171.2349 | 384.9183 | 684.0748 | 1068.7046 | 1539.1684
P=0 42.7366 | 170.9465 | 384.6297 | 683.7862 | 1068.4160 | 1538.5190
Fyrba [2] P=1-10° 42.4469 | 170.6576 | 384.3409 | 683.4975 | 1068.1273 | 1537.8694
P=-1-10° | 43.0243 | 171.2349 | 384.9183 | 684.0748 | 1068.7046 | 1539.1684

Cizelge 5. Farkli 7 degerleri igin A-A kirisinin ilk alt1 titresim moduna ait 4, boyutsuz
frekans parametreleri.

T ‘ 4 4 A A4 A A

T=-20 |27.27424 68.70765 128.81767 208.26530 307.27134 425.92384

T=-10 |24.95750 65.29212 124.92500 204.10636 302.94578 421.48475

T=-5 |23.70429 63.51020 122.93113 201.99424 300.75935 419.24751

T=0 |22.37327 61.67289 120.90339 199.85939 298.55690 416.99806

T=5 |20.94886 59.77485 118.84025 197.70133 296.33781 414.73640

T=10 |19.40986 57.81013 116.73988 195.51902 294.10194 412.46223

T =20 |15.84754 53.64982 112.41935 191.07902 289.57786  40.75747

Bilindigi gibi kirise etkiyen eksenel kuvvet basing oldugunda kirigin dogal titresim
frekanslarinin degerleri azalmakta, ¢gekme oldugunda ise artmaktadir. Bu ¢alismada elde edilen
say1sal degerler incelendiginde de ayn1 sonuca varildig: goriilmektedir.
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Cizelge 6. Farkli 7' degerleri igin A-M Kkirisinin ilk alt1 titresim moduna ait 4, boyutsuz

frekans parametreleri.

r | 4 2 P 2 P A

T=-20 | 21.55601 57.90626  112.90565 187.29148  281.26777 394.91615

T=-10 | 18.76014 54.08470  108.66371  182.83653  276.68815  390.25596

T=-5 |17.17689 52.06626  106.47880  180.56755  274.36958  387.90489

T=0 |15.41816 49.96482 104.24766  178.26972  272.03117  385.53947

=5 |13.41239 47.76969  101.96754  175.94169  269.67247  383.15940

T=10 |11.02134 45.46791 99.63493 173.58238  267.29286  380.76454

T=20 | 1.51985 40.47447 94.79759  168.76487  262.46910  375.92872

Cizelge 7. Farkli 7' degerleri igin M-M Kkirisinin ilk alt1 titresim moduna ait 4, boyutsuz

frekans parametreleri.

T | A 4 4 A A A

T=-20 | 17.16972 48.45741 98.31916  167.61558  256.54533  365.16929

T=-10 | 14.00382 44.19654 93.69316  162.83699  251.69044  360.27168

T=-5 | 12.11433 41.90391 91.29219  160.39421  249.22752  357.79762

T=0 | 986961 3947837  88.82637 157.91374 24676429 355.44013
T=5 | 693260 3689387 8629023 15539363 244.25157 352.93205
r=10 | - - B - R -
=20 | . R R R R -

(-) Hesaplanmamustir.
Cizelge 7-9’da (-) isareti, ilgili 6zdegerin hesaplanmadigini belirtmektedir. Bunun nedeni
kr

2
sOyle agiklanabilir: S-S ve M-M Kkirisleri i¢in Euler burkulma yiikleri ayni olup P, = ”Tf] dir. A-

°El
47?

S Kkirisi i¢in ise P, =

dir. S6zkonusu kritik yiikler boyutsuz eksenel yiik parametresinde

(T =PL*/EI) yerine konulursa, S-S ve M-M Kkirisleri igin kritik eksenel yiik parametresi
T,

Jr

=7=9-87 , A-S kirisi i¢in ise kritik eksenel yiik parametresi 7,, = z°/4 = 2-47 olarak elde
edilir. Eksenel kuvvetin basing olmasi durumunda, secilen eksenel yiik parametresi (7 ), kritik
eksenel yiik parametresinden (7)) biiylik ise kiris stabilitesini kaybederek burkulacagindan
titresim olmayacak ve bu durumda 6zdeger hesab1 anlamini yitirecektir. Bu nedenle Cizelge 7-9°da
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M-M, A-S ve S-S kirigleri igin sdzkonusu eksenel yiik parametrelerinde 6zdeger hesabi

4n°El 2-057°E.

yaptlmamustir. A-A kirisinde P, = X A-M kirisinde ise B, = 7 ! dir. A-A Kkirisi igin

T, =4x" =39-47 , A-M kirisi igin T,, =2-057° =20-23 elde edilir. Sayisal hesaplamalarda T
parametresinin segilen tiim degerleri, A-A ve A-M Kkirislerinin kritik eksenel yiik parametresi
degerlerinden kiigiik oldugu ( T < 7,, ) i¢in, s6zkonusu tiim degerlerde 6zdeger hesab1 yapilmustir.

Cizelge 8. Farkli 7' degerleri i¢in A-S Kkirisinin ilk alt1 titresim moduna ait A, boyutsuz
frekans parametreleri.

r | A 2 2 A A 2
T=-20 | 9.16084 33.12828 73.08433 132.17216  210.95817  309.50874
T=-10 | 7.16743 28.29429 67.65830 126.66999  205.48637  304.08226
T=-5 | 5.76820 25.40596 64.75120 123.82087  202.69279  301.33155

T=0 | 3.51600 22.03453 61.69715 120.90187  199.85954  298.55522
=5 | - - B - _ R
r=10 | - . R - R N
r=20 | - - B - R -

(-) Hesaplanmamustir.

Cizelge 9. Farkli 7 degerleri igin S-S kirisinin ilk alt1 titresim moduna ait 4, boyutsuz
frekans parametreleri.

R 4 P 2 P A
T=-20 | 3812446 77.12577 13541084 213.60160 31172264 42970146
T=-10 | 3138923  69.88914 12838233 20685249 30521263 423.38386
T=-5 | 27.30049 65.92521 12470344  203.38768  301.90223  420.18791
T=0 [ 2237327 6167274 120.90339 199.85939 298.55369 41696678
T=5 | 15.81779 57.07084 11697212  196.26472  295.16578  413.71986

=10 | - - B - - -

r=20 | - - - - ; ;

(-) Hesaplanmamustir.

Cizelge 5-9 incelendiginde eksenel kuvvetin, ozellikle, kirislerin birinci 6zdegerleri
tizerinde ¢ok daha etkili oldugu, yiiksek modlarda eksenel yiikiin etkisinin giderek azaldig: dikkati
cekmektedir. Ornegin A-A kirisinde 7 =+5 icin, birinci 6zdegerdeki mutlak degisim (artma veya
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azalma) yaklasik olarak %6 , ikinci 6zdegerde %3, iigiincii 6zdegerde ise yaklasik olarak %1-7

hesaplanmistir. M-M kirigsinde 7 ==5 igin 6zdegerlerdeki degisim miktar1 yaklasik olarak birinci
Ozdegerde %29, ikinci 6zdegerde %6-5 ve igiincii 6zdegerde %2 -9 olarak hesaplanmistir.

Yukaridaki basit hesaplamalar eksenel yiik sebebiyle kirislerin 6zdegerlerindeki degisimde sinir
kosullarmin ¢ok etkili oldugunu géstermektedir.
Ayrica, bu calismada sinir kosullarinin saglanmasinda kullanilan ¢ékme ve donme

yaylarina ait parametrelerin &, = &, = 10° ~ 0 almmasinin yeterince iyi bir yaklagim sagladig
gOrillmiistiir.

4. SONUCLAR

Eksenel kuvvet etkisindeki kiriglerin serbest titresimi Bernoulli-Euler kiris teorisi ¢ergevesinde
say1sal olarak incelenmistir. Problemin ¢dzlimii i¢in Lagrange denklemleri kullanilmis ve mesnet
sartlar1 uygun yay katsayilar1 secilerek saglanmistir. Caligmada, kirisin gercek diisey
yerdegistirmelerinin yerine, deneme fonksiyonu olarak kuvvet serisi sec¢ilmis ve Lagrange
denklemleri kullanilarak problem cebrik bir denklem sisteminin ¢6ziimiine indirgenmistir.
Problemde, degisik sinir kosullarina sahip eksenel kuvvet etkisindeki kiriglerin ilk altt moduna ait
Ozdegerleri eksenel kuvvetin g¢esitli degerleri i¢in hesaplanarak ¢izelgeler halinde verilmistir. Elde
edilen sonuglardan eksenel kuvvetin ve smir kosullarinin kiriglerin dinamik davranisi {lizerinde
6nemli bir etkiye sahip oldugu goriilmistiir. Ayrica kiyaslama calismalarindan goriildiigii gibi
elde edilen sonuglar literatiirdeki mevcut sonuglarla ¢ok iyi bir uyum igindedir. Bu baglamda
Lagrange denklemlerinin ve deneme fonksiyonu olarak da kuvvet serilerinin kullaniminin,
eksenel yiiklii kirislerin dinamik davraniglarinin incelemesinde uygun ve giivenilir bir yol oldugu
sonucuna vartmstir. Cizelgelestirilen sonuglarin tasarimcilar igin faydali olacagi ve diger
aragtirmacilarin sonuglarini kargilastirmada referans olacagina inanilmaktadir.
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