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ABSTRACT

In this study we obtained the formula of the regularized trace of the self adjoint operator which is formed by a
second order differentiasl equation and non seperable boundary conditions.

Keywords: Eigenvalue, Ortonormal eigenfunction, Asymptotic behaviour, Regularized trace.

MSC number/numarasi: 34L05, 47A10.

AYRILABILIR OLMAYAN SINIR KOSULLARI iLE VERILMIiS iKiNCi MERTEBEDEN
DIFERANSIYEL DENKLEMIN iZ FORMULU UZERINE

OZET
Bu caligmada ayrilabilir olmayan sinir kosullart ile verilmis ikinci mertebeden diferansiyel denklem ile

olusturulan kendine es bir operatoriin diizenli izi i¢in formiil elde edilmistir.
Anahtar Sozciikler: Ozdeger, Ortonormal dzfonksiyon, Asimtotik davrams, Diizenli iz.

1. GIiRiS
ly ==y"+p(x)y M
ve
Loy ==y"
diferansiyel ifadeleri ve ayni
y(0) = y(m)
D 2
y'(0) =y'(n)

sinir kosullari ile olusturulmus kendine es operatérleri sirastyla L ve L ile gosterelim.

Ly operatériiniin spektrumu {4n2 E:o kiimesidir. Bu kiimenin sifir hari¢ her noktasi

katlilig1 iki olan bir 6zdegerdir. Sifirin katlilig1 ise birdir.
L, operatoriiniin 6zdegerlerini {pk} ile gosterirsek; o zaman
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(k+1)2 ; k tek ise

) T (k=120
k ; ko ocift ise

seklinde ifade edilir.
Bu 6zdegerlere karsilik gelen ortonormal dzfonksiyonlar ise ,

Wy :%, W —\/Zsinzx, 2 —JZCOSZX,
T n T

L operatoriiniin  6zdegerelerini Ag <A} <Ay <---<A, <--- ile bu O6zdegerelere

dir.

karsilik gelen ortonormal dzfonksiyonlar ise ¢g,®;,®2, *,®,, -+ ile gosterelim.

(1) diferansiyel ifadesi ve ayrilmis sinir kosullar1 altinda olusturulan operatoriin diizenli
iz formiilii ilk olarak Gelfand -Levitan [1] tarafindan bulunmustur. Daha sonra ayni problem igin
diizenli iz formiilii Dikiy [2] tarafindan bagka yontemle elde edilmistir. Diizenli iz formiillerine ait
[3] —[18] ¢aligmalar1 gosterilebilir.

Bu calismada biz Dikiy nin metodunu kullanarak (1) diferansiyel ifadesi ve (2)
periyodik sinir kosullari ile olusturulan L operatriiniin diizenli izi i¢in, yani

o0

(e — 1)

n=0

serisi i¢in bir formiil elde edecegiz.
2. OZDEGER VE OZFONKSIYONLARA AIT BAZI SINIRLANDIRMALAR

Bu boéliimde bize gerekecek olan
N
lim > [(@n.Log )~ (v Lyrp )] = 0 3)
N%oon=0

formiiliinii ispatlayalim. Bunun igin [2] ye benzer olarak ortonormal {(pk} bazindan
o0
Vi = 2 Ui i k=012,
i=0
ortonormal bazina gecis matrisi (uik )iwk:o yi inceleyelim. Burada u; = (¢;,yy) dir. (uik)

uniter matristir yani

0
Yup’ =1, (k=012,:-)
i=0
dir.
Once uy lar igin baz1 degerlendirmeler verelim.
Lyk = mewi +pwi )
oldugu agiktir. Buradan
(L 05) = (v 07)+ (pwi ;)
yada
2i(Wieoi) = ki (i 01+ (pwic, ;)
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elde edilir. Boylece,

(i = i 01) = (Pwi07)
olacaktir.
Bu son esitligin karesini alarak i ye gore 0 dan o a kadar toplam alalim. Bu takdirde

0

0~ 1 o0 P = 3 (owioo ) = fowi | = [peow, 0P dx
i=0 0

i=0
2F 2
<pp” [wi” (x)dx
0

=py’ (5)

olur. Burada p, = max |p(x)| dir. p(x) in asagidaki sartlar1 sagladigini varsayalim:
0<x<m

1) p(x) fonksiyonu, L operatoriiniin dzdegerlerinin asimtotik ifadesinin A = py +O£Ej
seklinde olmasini saglar,

U
2) p(x) fonksiyonu, Ip(x)dx =0 esitligini saglar.
0
Bu sartlar1 asagidaki sinirlandirmalarda gbzoniine alacagiz. (5) e gore, her dogal N
sayl1s1 igin

0

> (- Hk)zuikz <C (c= const.)*) (k< N)
i=N+1
dir. Buradan

) Bu caligmada C sabitleri farkli olabilir.

['e]

2
Y (i —mu’ <C
i=N+l1
oldugu ¢ikar. Boylece,

A > (- )R~ ug” < C

' > (- fup’<C

oldugu agiktir.

0

> G — )~ < X (A - A -2 > <C
i=N+1 i=N+1

dir. Buradan k < N igin

Y (-l < ——— ©)

=N+ At — By

elde edilir.
Simdi (3) i ispatlayalim.
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(wiLyy ) = [Z e, Y kiuik(PiJ =3 ruy”
i0 i-0 i-0

oldugundan

2
Aju

Ms

% (\Vk’L‘Vk):§ '

k=0 k=0 i

Il
(=]

olur.

(3) deki birinci toplami hesaplayalim. Zukiz =1 oldugunu gozoniine alinirsa
i=0

N N N o )
> (oLog)= 2 h =2 X Muyg
k=0 k=0 k=0i=0
elde edilir. Boylece,
. N o 2 N o 5
lim | >0 3 Aug” = 2 2 Mg~ [=0 ™
N—o =0i=0 k=0i=0
oldugunu ispatlamamiz gerekir.
N o« 2 N o« 5 N ) N o ( 5 2)
PIDIFFTEED WD IPILLED JED J (VR V9 TS I A IRt ®)
k=01i=0 k=0i=0 k=01i=N+I k=0i=N+1

oldugu agiktir.
(8) in sag tarafindaki birinci toplami hesaplayalim.

% i (M = Jug” = I\IZ_:l i (i =M g + i (h = A uin®

k=0 i=N+1 k=0i=N+1 i=N+1
N-1 o ©
2 2 2
=2 (i =2 i + (o =2 a2 (=2 i )
k=0i=N+1 i=N+2
N-1 o 2
(N+1) ¢ift say1 olmak iizere (6) dan yararlanarak > (ki =Ry )uik terimini
k=0i=N+1
sinirlandiralim:
N-1 N-1 N
C C
> X (i -ruy’ < =2
o o (N (k)P S (N1 -k
| N
< ] d); 2
(N+D2-N? | (N+1)?—x
N
1 1 Ny
= +
2N+1 N+1 7 1-u?
N+l
1 InN
NEHY_)O (N - ). (10)

Yine (N+1) ¢ift say1 olmak iizere (6) dan yararlanarak Y (?»i -AN )UiN2 igin
i=N+2
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> C C
A=A i < = >0 (N> (11)
i=§+2( S (N+3)2—(N+1)> 5N+8

bulunur. Son olarak ta yine (N+1) gift say1 olmak iizere (An.;—Ay)uy +1N2 terimini

sinirlandirirsak;
1

1
(nst = AN uNGIN S A AN = (N+D2 = (N+1)? + O(WJ - O(ﬁ] -0 (N>w) (12)

olacaktir. Béylece (N +1) in ¢ift say1 olmasi durumunda (9), (10), (11) ve (12) den

N o
im Y Y (A=A ug =0 (13)
N=% 0 i=N+1
elde edillir.
Benzer sekilde (N +1) in tek say1 olmast durumunda da (13) ispatlanabilir.
N o
Simdiise lim Y >’ Ay = 0 oldugunu ispatlayalim.
N=©k—0i=0

Wi + Uy = (@5, i) + (0K, i) = —(9; — i, Pk — Vi)

oldugu agiktir. L operatdriiniin 6zfonksiyonlarinin asimtotik ifadesini gozoniine alirsak, buradan
C
[uik + ] <o = wil| |ox —wi| ﬁa (14)

elde ederiz.
(N +1)¢ift say1 ve k <N olmak iizere (6) dan ve Cauchy-Schwarz esitsizliginden
yararlanarak asagidaki sinirlandirmalar yapilabilir:

o0

o0
> (- “k)‘uikz - ukiz‘ = Y = mlui — uglfuge + ugg
i=N+1 i=N+1

© 5 © ) 2
3\/ Y Jui +ug \/ > =) fug —ug

i=N+1 i=N+1
C

kvN+1

<

Boylece buradank < N igin

o0
2 2 C C
> |l -ud?< < (s)
SN KN+ 1001 — ) kN[N +1P = (k +1)]
elde edillir. (8) esitliginin ikinci toplaminin terimlerinin mutlak degerinden olusan
N 0 0 N-1 0
2 2 2 2 2 2
2 X |uik _uki‘:xN 2 |uin _uNi""' M X |uik _uki‘
k=0 i=N+1 i=N+1 k=0 i=N+1
2 2 9 2 ST SN 2 2
=XN‘UN+1N SuNNG [ HAN 2 (N U ‘Jf 2h 2 |l g ‘ (16)
i=N+2 k=0 i=N+l

ifadesini sinirlandiralim. (N +1) ¢ift say1r olmak iizere (14) esitsizligine goére (16) nin sag
tarafindaki birinci toplam i¢in
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DN [UNAIN — UNNs| = AN[uNN — U U i+ U]

1
SCN+1)2 ————upn N + Unnst| = 0 N = ). 17
(N+1) Ny 1)N| N+IN T UnN] ( ) 17
elde edilir.
Yine (N +1) ¢ift say1 olmak iizere, (15) den yararlanarak (16) nin ikinci toplam i¢in
< 2 2 (N+1)?
AN 2 [uiNT - un ‘<C
i=N+2 NVN +2(hnsa — i)
2
< C(N”z) =0 (N->w) (18)
NVN +2[(N+3)? = (N +1)?]

bulunur.

Simdi de yine (15) den yararlanarak (16) nin iigiincii toplamin1 degerlendirirsek;

Nl w N-1 2
She Y fu _ukiz‘ <CY (D)
k=0

0 kN +1 [(N+1)2 = (k +1)?]

i=N+1

N 2

=CX - 2.2
S (k—DIN (N +1)2 —k?]
N k

<C
kzzl VN +1[(N+1)% k%]

N
<C N+1 1 InN

~Co2= 50 (N 19
IN SN +1)2 k2 N (N ) (1)

olur. Boylece (N +1) cift say1 olmak iizere (16), (17), (18) ve (19) dan

N 0
fim >3 tlug? —ugi?)=0 (20)
N—=90y 0 i=N+1

elde edilir. Benzer sekilde (N +1) in tek say1 olmasi durumunda da bu esitlik ispatlanabilir.
(8), (13) ve (20) den (7) nin ve buradan da (3) {in ispat1 elde edilir.

3. DUZENLI iZiN HESAPLANMASI

((pn,L(pn ) =\, oldugu asikardir. O halde

(Vo Lwy) =y + (Wo.pvy)

dir. Buradan (3) ifadesini gdzoniine alirsak;

N N N

W Lwn) = (@0 Log )= D (1n = 2n)+ D (Wn.pwn) >0 (N - o) @1
n=0 n=0 n=0
olur.

N
Simdi  lim ) (y,.py,) nin degerini hesaplayalim. N ¢ift say1 olmak iizere p(x)

—>0 n=0

i¢in ikinci sarti g6zoniine alirsak;
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Moz

T T
Z(Wnsan) = —J'p(x)dx + [%J.p(x)sin2 2nx dx +%J.p(x)cos2 2nx dx

n=0 n=I 0 0
™ T
=ljp(x)dx +£Ip(x)dx =0 (22)
o To
elde edilir.
Benzer sekilde, N in tek say1 olmast durumunda;
N-1
27 2"
Z(\yn,p\un) =— j p(x)dx + Z = [p(x)sin® 2nx dx + = [ p(x) cos” 2nx dx
n=1 \ "o o

227 [p(x)sin® Nx dx =
o

:_IP(X)d’”( )IP(X)d +—IP( )[ﬂ]dx

T
= —% [p(x)cos2Nxdx— 0 (N > ) (23)
0

elde edilir. Buldugumuz (22) ve (23) ifadelerinden

N
lim > (y,,py,) =0

N—owo 2o

bulunur.
Sonug olarak buradan ve (21) den

N
fim 3 (ky — 1) = 0
N—o, 7y

oldugu goriiliir. Boylece agagidaki teorem ispatlanmis olur.
Teorem: Eger p(x) fonksiyonu 1) - 2) sartlarini sagliyor ise o zaman

Z(xn - un) =0
n=0

dir.
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