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ABSTRACT 
 
In this paper  following boundary value problem is considered. 

yxRyxQy )()('' λ=+−    ,   bxa <<  

)()(')(
0)(

21

'

bybyby
xy

λαββ =−
=

 

Here  )(),( xRxQ  is nn×  self-adjoint matrix functions, )(xR is positive matrix , 21 ,, ββα  are 

constants satisfy some conditions and λ  is a spectral  parameter.The spectrum of considered boundary value 
problem is investigated and  the expansion formulas according to eigenvalues are obtained. 
Keywords: Self-adjoint operator, spectral parameter, eigenvalue, eigenfunction.  
 
 
SINIR KOŞULUNDA SPEKTRAL PARAMETRE BULUNAN MATRİS KATSAYILI SINIR DEĞER 
PROBLEMİ ÜZERİNE 
 
ÖZET 
 
Bu çalışmada  aşağıdaki sınır değer problemi ele alınmıştır. 
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Burada )(),( xRxQ  nn×  boyutlu kendine eş matrisler, )(xR pozitif matris  21 ,, ββα  bazı 

koşulları sağlayan sabit sayılar,λ  spektral parametredir. Ele alınan sınır değer probleminin spektrumu 
incelenmiş, özfonksiyonlara göre açılım formülleri  elde edilmiştir.    
Anahtar Sözcükler: Kendine-eş operatör, spektral parametre, özdeğer, özfonksiyon. 
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1. GİRİŞ 
 
Fizikte sınır koşulunda spektral parametre bulunan diferansiyel denklemler için sınır değer 
problemine sık sık rastlanır[3]. 
Poisson bir mekanik problemini sınır koşulunda spektral parametre bulunan  
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şeklinde sınır değer probleminin incelenmesine indirgemiştir. Bu çalışmadan günümüze kadar 
sınır koşulunda spektral parametre bulunan birçok sınır değer problemi incelenmiştir. Bu 
çalışmalara örnek olarak sırasıyla [1],[7], [8],[9],[10],[18],[20],[22] çalışmaları gösterilebilir. 

Katsayıları nxn boyutlu matrisler olmak üzere göz önüne alınan bu çalışma, ek 
koşullarla , [7] çalışmasının devamıdır. 
Bu çalışmada   
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sınır değer probleminin spektrumu ve özfonksiyonlara göre açılım formülleri 
incelenecektir.Burada  
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elemanları reel değerli sürekli fonksiyon olan kendine-eş nn×  boyutlu matrisler, )(xR pozitif 

matris ve 21 ,, ββα   ise 01 <αβ ve 12 =αβ  koşullarını sağlayan reel sayılardır. λ  

kompleks parametredir. [ ]baL
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değerli fonksiyon olan n  bileşenli vektör fonksiyonudur. )(xQ ’in sürekliliği basitlik için kabul 
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edilmiştir. Genelde )(xQ ’in elemanlarının ölçülebilirliği ve ∞<∫ dxxQ
b

a

)(  olması  

yeterlidir. 
[ ]baL R ,,2  ile her bileşeni ölçülebilir, kompleks değerli ve  

 

( )∫ ∞<
b

a

dxxyxyxR )(),()(  

 

koşulunu sağlayan  ( ))(),...,(),()( 21 xyxyxyxy n=  vektörlerinin kümesini 
gösterilmektedir. 
Bu kümede iki vektörün toplamı  
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ile bir vektörün skalerle çarpımı  
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şeklinde tanımlanırsa [ ]baL R ,,2  kümesi lineer uzay oluşturur. 

Eğer iki vektörün iç çarpımı  
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şeklinde tanımlanırsa [ ]baL R ,,2  uzayı aşağıdaki norma göre tam iç-çarpım uzayı yani Hilbert 

uzayı oluşturur.  
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Tanımlanan iç-çarpım ve normla oluşturulan Hilbert uzayı da [ ]baL R ,,2  sembolüyle 

gösterilecektir. 1=n  iken , ( )ba,  de tanımlı fonksiyonlar için , [ ]baL R ,,2  bilinen Hilbert 

uzayıdır. 
Öncelikle (1.1) ifadesiyle oluşturulan maksimal ve minimal operatörlerin tanımları 

verilecektir. 

1D , ( )ba,  açık aralığının her kapalı alt aralığında kendisi türevinin her bileşeni 

mutlak sürekli olan  )(xy vektör fonksiyonlarının kümesi olsun. Kolayca görülür ki 

)()(1 ylxR − , 1D  e ait her )(xy  vektör fonksiyonu için tanımlıdır. 1D  , [ ]baL R ,,2  de her 

yerde yoğun olan bir lineer manifolddur. )(xy  elemanlarının(vektör fonksiyonlarının) kümesi 
 

[ ] [ ]baLylvebaLDxy RR ,)(,)( ,2,21 ∈∩∈  iken 
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D ile gösterilsin. Tanım kümesi  D olan L operatörü Dxy ∈∀ )(  ve iken 
 

)()(1 ylxRLy −=  
 

şeklinde tanımlansın. 

[ ] [ ]baLbaLL RR ,,: ,2,2 →  operatörüne [ ]baL R ,,2  de  )()(1 ylxR − ile 

oluşturulan maksimal operatör denir [12]. Açıktır ki L  bir lineer operatördür. 

( )ba,  aralığında sonlu desteye sahip ve D ’ye ait fonksiyonların kümesi '
0'D  ile 

gösterilsin. '
0'D , [ ]baL R ,,2 de hemen her yerde yoğundur[12].Tanım kümesi '

0'D   olan '
0L  

operatörü her '
0'Dy∈  için aşağıdaki şekilde tanımlansın.   

                )()(1'
0 ylxRyL −=  , 

Kolayca görülür ki  '
0L  bir simetrik operatördür. '

0L ’ın kapanışı 0L  ile gösterilirse 

0L  operatörü [ ]baL R ,,2  de )()(1 ylxR −  ile oluşturulan minimal (kapalı) operatördür.  

)()( LDxy ∈ için )(),(),(),( '' bybyayay  vardır ve 0L ’ın tanım kümesi şu şekildedir: 
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LL =*
0  olduğu ve 0L ’ın defekt indisinin ( )nn 2,2  olduğu bilinmektedir[12]. 

           [ ]baL R ,,2  de T   operatörü aşağıdaki şekilde tanımlanabilir: 

[ ] [ ]{ baxyvexybaLxyTD R ,),()(,,)()( '
,2∈= ’de mutlak sürekli [ ]baLylxR R ,)()( ,2

1 ∈−  

}0)(,0)(' == yUay α  ve )()( TDxy ∈∀  için )()(1 ylxRTy −=  olsun. 

Böyle tanımlanmış [ ] [ ]baLbaLT RR ,,: ,2,2 →   operatörü kendine eş 

operatördür[12].  Tanımlanan  T  operatörü daha sonra kullanılacaktır. 
(1.1),(1.2),(1.3)  probleminde görüldüğü gibi λ   özdeğeri (kompleks spektral 

parametre) (1.3) koşulunda bulunmaktadır. Buna göre lineer operatörler teorisinin yöntemleri 
doğrudan uygulanamamaktadır. Fakat (1.1)-(1.3) problemi daha geniş uzayda göz önüne alınırsa, 
problem olağan sınır değer problemine indirgenebilir.  
 
2. (1.1)-(1.3) PROBLEMİNİN  ÖZDEĞER VE ÖZFONKSİYONLARI 
 

(1.1)-(1.3) probleminin özfonksiyonu denildiğinde ; [ ]ba,  aralığında birinci türevi ve )(' xy  

fonksiyonu mutlak sürekli ,  (1.1) denklemini  ve (1.2)-(1.3) koşullarını sağlayan, özdeş olarak 
sıfır olmayan )(xy∀  fonksiyonu anlaşılır ve burada λ  sayısı da )(xy  fonksiyonuna karşılık 
gelen özdeğerdir. 

21 ,λλ  ,(1.1)-(1.3) probleminin kompleks özdeğerleri (kompleks), )(),( 21 xyxy  ise 
sırasıyla bu özdeğerlere karşılık gelen  özfonksiyonlar (kompleks) olsun.  
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(2.1) in her iki yanı sağdan 2y  ile ,(2.4)’ ün ise her iki yanı soldan 1y  ile skaler 

çarpılırsa( nC  uzayı anlamında) 
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elde edilir. Bu iki ifade bir birinden çıkarılıp eşitliğin her iki yanının integrali alınırsa ( )(xR  
kendine eş matris olduğundan); 
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bulunur. Buradan (2.8)’in  her iki yanı α  ile çarpılırsa ; 
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bulunur. (2.8) ve (2.9) da bulunan ifadeler (2.7) de kullanılırsa 
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elde edilir. (1.1) denkleminin katsayıları, elemanları reel değerli sürekli fonksiyon olan matrisler 

olduğundan )(1 xy   fonksiyonuda 1λ  özdeğerine karşılık gelen özvektör olacaktır. 

Buna göre (2.9)da  2y  yerine  )(1 xy  konulursa  
 

( ) ( ) 0)(,)( 2
11111 =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+− ∫ yUdxyyxR

b

a
αλλ  

 

olur. Buradan  0)(1 ≠xy  , )(xR  pozitif matris olduğundan 
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bulunur. Dolayısıyla λ  özdeğeri reeldir. Böylece 1λ  keyfi özdeğer olduğundan (1.1)-(1.3) sınır 
değer probleminin özdeğerlerinin reel sayılardan oluştuğu sonucuna varılır. Yine ele alınan 
problemin katsayıları ve özdeğerleri reel olduğundan dolayı özfonksiyonları da reel değerli 

alınabilir. Buna göre  bundan sonra (1.1)-(1.3) problemin özfonksiyonlarının nℜ  değerli 
oldukları varsayılacaktır. 
 
3. (1.1)-(1.3) PROBLEMİN UYGUN BİR HİLBERT UZAYINDA BİR KENDİNE-EŞ 
OPERATÖRE İNDİRGEYEREK SPEKTRAL ÖZELLİKLERİNİN İNCELENMESİ 
 
Önce [ ]ba,  aralığında aşağıdaki şekilde bir  “µ  ölçümü” tanımlanır; 
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µ ’nün tanımından görüldüğü gibi [ )bam ,⊂  kümesinin ölçümü m ’nin Lebesque ölçümüne 

eşittir. [ ]( )µ,,,2 baL R  ile [ ]ba,  de tanımlı µ   ölçülebilir ve  
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koşulunu sağlayan her [ ]bax ,∈  için nC  değerli fonksiyonlar kümesi gösterilsin. 
Burada iç çarpım 
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şeklinde tanımlanmıştır. Bu şekilde tanımlanan iç çarpım “µ  ölçümüne” göre tanımlanmış iç-
çarpım olarak adlandırılacaktır. Bu küme de vektörlerin toplamı ve sayı ile çarpımı işlemlerine 
göre, bir lineer uzaydır. [ ]( )µ,,,2 baL R  ayrılabilir bir Hilbert uzayı oluşturur[12]. 

 Uyarı: µ  ölçümünün tanımından görüldüğü gibi 
nCvu ∈,  iken [ ]( )µ,,,2 baL R  uzayı  
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uzayı ile çakışır.  
Burada [ ]baL R ,,2  daha önce tanımlanan ve n bileşenli fonksiyonlardan oluşan  uzay 
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Sağ taraftaki [ )baxf ,)(  aralığının hemen her noktasında (Lebesque ölçümüne 

göre) tanımlıdır. [ ]( )µ,,,2 baL R  uzayı H  harfi ile gösterilsin.(1.1)-(1.3) sınır değer 

problemini olağan operatör denkleme indirgemek için aşağıdaki şekilde bir  A  operatörü 
tanımlanabilir; 
 

{ )()(,)()( ' xyvexyHxyAD ∈=   , ( )ba,  açık aralığında mutlak sürekli ve  

})()(,0)(' yUbyay αα ==   ve )()( ADxy ∈ iken 
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olsun. 
A  operatörünün tanımından görüldüğü gibi (1.1)-(1.3) sınır değer probleminin özdeğer 

ve özvektörleri A’nın özdeğer ve özvektörleridir. Böylece (1.1)-(1.3) probleminin incelenmesi  
HHA →:  operatörünün spektral özelliklerinin incelenmesine indirgemiş olur. Bu nedenle 

(1.1)-(1.3) problemi yerine A  operatörü incelenecektir. A simetrik, alttan sınırlı, üstten sınırsız 
ve esaslı(essential) kendine eş operatördür.  
 
A  Simetrik Operatördür; 
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''
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∫ −+−+−

++−=

b

a

gUfUdxgxQgxfgUfU

gUfUgUfUgUfU

αββα

αααβαα α
β

α
β

 

= ( ) ( )∫ =
b

a

AgfdxAgxf ,)(),( µ   

 

bulunur. Böylece  A operatörünün  simetrik operatör olduğu gösterilmiştir. 
)(ADy∈∀  için ( ) ),(, yyyAy γ−≥  olacak şekilde sabit γ  sayısının varlığı 

gösterilebilir. 
)(yl  diferansiyel ifadesinin katsayıları ve sınır koşulundaki sayılar reel olduğundan 

dolayı HHA →:  operatörü reeldir[6].Buna gore L ’nin alttan sınırlı olduğunu göstermek 
için ,bu operatörün )(LD  ye ait olan bileşenleri reel değerli fonksiyonlar olan vektörleri için 
gösterilmesi yeterlidir. 
 
A operatörü  alttan sınırlıdır; 
 

( )
⎟
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−
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)(
yU

xy
y

α

   iken 
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( ) ( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
+−

=
−

)(
)(

,
)(

)()()()(
,

''1

yU
xy

yU
xyxQxyxR

yAy
αβ

 

( )( ) ( )∫ −+−= −
b

a

yUyUdxxyxyxQxyxRxR )(),()(,)()()()()( ''1
αβ  

( ) ( ) ( )

[ ]( ))(,)()(

)(),()()(,)()(,)(

1
'

21

'''

bybyby

dxxyxyxQdxxyxyxyxy
b

a

b

a

b

a

αββ −−

++−= ∫∫  

 
(1.2) koşulundan ; 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ))(),()(),(

)(),()()(,)()(),(

'
21

'''

bybybyby

dxxyxyxQdxxyxybyby
b

a

b

a

αβαβ +−

++−= ∫ ∫  

 
olur. 1,0 21 =< αβαβ  olduğundan dolayı yukarıdaki ifadeden   

 
( ) ( )

[ ]
22

,2

2
1

2' )(),()()()(),()()(

HbaL

b

a

b

a

b

a

yy

dxxyxyxQbydxxyxyxQdxxy

γγ

αβ

−≥−≥

≥−+= ∫∫ ∫
  

bulunur. Burada )(max xQ
bxa ≤

=
≺

γ . Böylece ( ) ( )yyyAy ,, γ−≥  bulunmuş dolayısıyla A 

operatörünün alttan γ−  sayısı ile sınırlı olduğu gösterilmiştir. 
 

)()( ADIA λ−  her yerde yoğundur; 
 

A,λ ’nın alt sınırı γ− ’dan küçük bir reel sayı olsun. Bu durumda 

)()( ADIA λ− ’nın kapanışının HADIA =− )()( λ  olduğunu gösterilebilir. 
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1

 olmak üzere H
v
u

∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 sabit tutulmuş herhangi bir eleman olsun. 
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xf

∈⎟⎟
⎠

⎞
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 keyfi eleman iken, 
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−−−+−=

∫

∫ −

vbfbfbfdxufxTL

vbfbfbfdxufTxRxR

b

a

b

a

λαββλ

λαββλ
      (3.3) 

eşitliğinin sağlandığını varsayılırsa keyfi )(TDf ∈  iken (3.3) de  
 

( )( )vbfbfbf ,)()()( '
21 λαββ +−− =0                           (3.4) 

 

koşulu sağlandığında  
 

( )( )∫ =−
b

a

dxufxTL 0,)(λ                      (3.5) 

 

dır. ( ) [ ]baLTDxRL R ,)()( ,2=− λ olduğundan (3.5) e göre 
 

0)( =xu  
 

dır.Bu  (3.3) te göz önüne alınırsa  
 

( )( )vbfbfbf ,)()()( '
21 λαββ +−− =0 

 

dır. )(
)(
)(

AD
bf
xf

∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
α

 keyfi eleman olduğundan 0)()()( '
21 ≠+− bfbfbf λαββ  

olacak şekilde )(xf fonksiyonu vardır. Bundan dolayı  (3.4) den 0=v bulunur. Buradan 

HADIA =− )()( λ  olduğu görülür. 

γλ −<  iken ( ) 1−− IA λ  simetrik operatörünün sınırlı, H da her yerde yoğun 

kümede tanımlı olduğunu dikkate alınırsa bilinen Rellich Teoremine [5] göre ( ) 1−− IA λ  
operatörünün kapanışı kendine eş operatördür. Bu ise A’ nın kapanışının kendine eş olduğunu 
kanıtlar. Yani A esaslı (essential) kendine eş operatördür. 
 
4. ÖZFONKSİYONLARA GÖRE AÇILIM 
 
Önce A’nın kendine eş operatör olduğunu gösterilmelidir. Bunun için [14] çalışmasında olduğu 
gibi aşağıdaki şekilde 1A operatörünü tanımlanacaktır. 
 

{ } ikenbyTDyAD 0)0()()( '
1 =−∈=  her )( 1ADy∈∀  için 

      

)(1 ylyA =  
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ve  
 

[ ]baL R ,,2  uzayı H ’nın 0)( =by  koşulunu sağlayan elemanlarının oluşturduğu 

alt uzay ile özdeşleştirilebilir ve buna göre  
 

[ ] { }0)(;,,2 =∈= byHybaL R  
 

olduğu varsayılacaktır. )(yl  diferansiyel ifadesi ve 0)(' =ay , 0)( =yU β  koşullarıyla 

oluşturulan  
 

[ ] [ ]baLbaLT RR ,,: ,2,2 →  
 

operatörü kendine eş operatördür[14].T  operatörünün spektrumu sadece aşağıdaki forma sahip 
özdeğerlerden oluştuğu bilinmektedir. 
 

.........21 ≤≤≤≤≤ nλλλ      ∞=
∞→ nn
λlim . 

 

Bu ise T ’nin esaslı(essential) spektrumunun yani eσ (T )’nin boş küme olduğunu 
gösterir. 

TveA  operatörleri 1A  operatörünün sonlu boyutlu genişlemeleridir. Yani )(AD  

ve )(TD  kümeleri )( 1AD  modülüne göre sonlu boyutludurlar. Başka bir deyişle 21 , MM  

sonlu boyutlu alt uzaylar olmak üzere )(AD  ve )(TD  sırasıyla  

21

11

)()(
)()(

MADTD
MADAD

+=
+=

       )()()( 211 kümeboşMTDMAD φ=∩=∩  

şeklinde  gösterilebilir. Bu durumda aşağıdaki bilinen teorem ifade edilebilir. 
 
TEOREM 
 
Kapalı operatörün her sonlu boyutlu genişletilmesi de kapalı operatördür. 

İfade edilen teoreme göre A kapalı operatördür. A’nın kapanışının kendine eş olduğunu 
gösterilmişti. Böylece A esaslı(essential) kendine-eştir. Weyl Teoremine [16]  göre kapalı 
operatörün esas spektrumu ile bu operatörün her sonlu boyutlu genişletilmesinin esas spektrumu 
çakışır. 
Buna göre 

)()( TA ee σσ =  
 

dir. φσ =)(Te  olduğundan  φσ =)(Ae  olur. 
Esas spektrumu boş küme olan her kendine eş operatörün spektrumu saf 

ayrıktır[15].Buna göre alttan sınırlı A  operatörünün spektrumu, yığılma noktası sadece artı 
sonsuz olan, özdeğerlerden ibarettir. Bu özdeğerleri aşağıdaki şekilde yazılabilir. 
 

.........21 ≤≤≤≤≤ nµµµ     , ∞=
∞→ nn
µlim  
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Bu aynı zamanda A ’nın üstten sınırsız olduğunu gösterir. iµ ( )..,...,2,1 ni =  

özdeğerlerine karşılık gelen n bileşenli ortanormal özvektörleri  ∀

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞
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⎜
⎜
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)( 2

1

x

x
x

x

in

i

i

i

ϕ

ϕ
ϕ

ϕ   

),...(),...,(),( 21 xxx nϕϕϕ                             (4.1) 
 

ile gösterilir. Bilinen teoreme göre ([15],[11]) (4.1) vektörler sistemi H uzayının bir bazıdır. 
Bununla biz aşağıdaki teoremi ispatlamış oluruz. 
 
Teorem 1: 

H

xf

xf
xf

xf

n

∈

⎟⎟
⎟
⎟
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⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

(
.
(

)(

)( 2

1

 keyfi bir vektör olsun. Bu taktirde 

 

∑
∞

=

=
1

)(
k

kkaxf ϕ                                             (4.2) 

 

eşitliği doğrudur. Burada 
 

( )∫ ==
b

a
kk kdxxxfxRa ,...2,1,)(),()( ϕ  

 

formülleri ile tanımlanır. (3.2) eşitliğindeki seri )(xf ’ e )(xµ  ölçümüne göre ortakuadratik 
anlamda yakınsar.  

0)(lim
2

1
=−∫ ∑

=
∞→

xdaf
b

a

N

k
kkN

µϕ  

 

Bilinenlere  dayanarak ([2],[17],[7]) Teorem 1’in özel hali ifade edilebilir.  
 
Teorem 2: 
 

[ ]baLu ,2∈  herhangi bir vektör, 
~

kϕ  ise kϕ  ‘nın [ )ba, ’ye  kısıtlaması olsun. Bu taktirde  
 

∑
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=
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k
kkbu ϕ                               (4.3) 
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i
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F. Aydın Akgün, M. Bayramoğlu                                 Sigma Vol./Cilt 26   Issue/Sayı 3 



 
 

 188

eşitlikleri sağlanır.(4.3) deki kb  katsayıları; 
 

( )∫ ==
b

a
kk kdxxxuxRb ...2,1,)(),()( ϕ  

 

formülleri ile tanımlanır.(4.3) serisi [ ]baLexu R ,)'( ,2  anlamında yakınsaktır. Ek olarak  
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İspat: 
Teoremi ispatlamak için 
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b

a
kk xdxxu µϕϕ  serisinin )(xu ’e , )(xµ  ölçümüne göre ortakuadratik 

yakınsaması, yani: 
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kullanılacaktır. Buradan 
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olur. ⎟⎟
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⎞
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⎛
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0
)(xu

u  alınırsa  0)( =uUα  olur. Bu durumda (4.6) eşitliğinden  
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elde edilir. Böylece 
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( ) 0)(),()(~)(lim
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dxxxuxRxu ϕϕ  →  
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a
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bulunmuş olur . Böylece (4.3) gösterilmiştir. 

 (4.6) da ⎟⎟
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 alınırsa (4.6) eşitliği aşağıdaki gibidir. 
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Buradan 
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ve 

 ( ) 1)(,1)~(
1

=∑
∞

=
k

k
k UU ϕϕ αα   (yani (4.5) eşitliği) 

 

bulunur. (Burada 1:n boyutlu birim vektördür) 
 

Özel olarak 1 birim vektörünü 
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(4.4) eşitliği 
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ve (4.5) eşitliği  
 

nUU
k

n

j
kjk∑ ∑

∞

= =

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

1 1
1 )()~( ϕϕ αα  

 

şeklinde yazılabilir. 
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